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Ãëàâà 1

Êîìáèíàòîðèêà

1.1 Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ
ÎÏÐ 1.1.1 (Ïåðåñòàíîâîê è ñî÷åòàíèé).

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ. Âûáèðàåì èç íåãî k ýëåìåíòîâ.

1. Âûáîðêà èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé, åñëè îíà óïîðÿäî÷åíà.

2. Âûáîðêà èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì, åñëè îíà íåóïîðÿäî÷åíà.

3. Äâå ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

4. Äâà ñî÷åòàíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Ïðèìåð 1.1.2 (Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ).

. Ïóñòü n = 3, ò.å. ìíîæåñòâî âèäà {a, b, c}; k = 2. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ è ïåðåñòàíîâêè ñ òàêèìè
ïàðàìåòðàìè:

◦ Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè (9 øòóê): aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc;

◦ Ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé (6 øòóê): ab, ac, ba, bc, ca, cb;

◦ Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé (3 øòóêè): ab, ac, bc;

◦ Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè (6 øòóê): aa, ab, ac, bb, bc, cc.

Ëåììà 1.1.3 (Êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè).

. Êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k ðàâíî nk.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Íà êàæäîå èç k ìåñò n âàðèàíòîâ âûáîðà ýëåìåíòà ⇒ nk.

Ëåììà 1.1.4 (Êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé).

. Êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî k ðàâíî n(n− 1)...(n− k + 1).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Íà ïåðâîì ìåñòå n âàðèàíòîâ âûáîðà, íà âòîðîì n− 1 è ò.ä. äî k-ãî ìåñòà, ãäå n− k + 1 âàðèàíò âûáîðà.
Ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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1.1.5 Îáîçíà÷åíèå
. n(n− 1) . . . (n− k + 1) = [n]k = (n)k = n!

(n−k)! .

Ëåììà 1.1.6 (Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèÿ).
. Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàâíî Ck

n, ãäå Ck
n = n!

k!(n−k)! .

. Äîêàçàòåëüñòâî.
◦ Ðàññìîòðèì âñå ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé. Îíè ðàñïàäàþòñÿ íà êëàññû ïåðåñòàíîâîê ñ îäèíàêîâûì ñî-

ñòàâîì ýëåìåíòîâ 1. Íàéäåì êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê â êàæäîì êëàññå, èç ÷åãî íàéäåì êîëè÷åñòâî êëàññîâ.
Â êëàññå ïåðåñòàíîâêè ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ, òî åñòü êëàññ - ýòî âñå ïåðåñòàíîâêè èç äàí-
íûõ k ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ, çíà÷èò â íåì k! ïåðåñòàíîâîê, ñëåäîâàòåëüíî âñåãî êëàññîâ [n]k

k! = n!
k!(n−k)! .

Ëåììà 1.1.7 (Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè).
. Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàâíî Cn−1

n+k−1.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
◦ Äëÿ ëþáîãî ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèåì ñîñòàâèì äâîè÷íûé âåêòîð:

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k2

1 . . . 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
kn

,

ãäå ki �êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ i-ãî òèïà â âûáîðêå. Íàïðèìåð:
aa → (0011)
ab → (0101)
ac → (0110)

Ïî ñî÷åòàíèþ ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð, è íàîáîðîò, ïî âåêòîðó ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ñî÷åòàíèå.
Â ýòîì äâîè÷íîì âåêòîðå k íóëåé 2 è n− 1 åäèíèöà. Çíà÷èò òàêèõ âåêòîðîâ Cn−1

n+k−1

Ëåììà 1.1.8 (Î äâîè÷íûõ âåêòîðàõ).
. Êîëè÷åñòâî äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n ñ k åäèíèöàìè ðàâíî Ck

n.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
◦ Òàêîé âåêòîð - ýòî íåóïîðÿäî÷åííûé âûáîð k ìåñò èç n ìåñò, òî åñòü ýòî ñî÷åòàíèå áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî

k.

1.1.9 Ñâîéñòâà Ck
n

. 1. Ck
n = Cn−k

n ;

2. (1 + x)n =
n∑

i=0

Ci
nxi;

3.
n∑

i=1

Ci
n = 2n;

4.
n∑

i=0

(−1)iCi
n = 0.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ck
n = n!

k!(n−k)! = n!
(n−k)!(n−(n−k))! = Cn−k

n ;
2. Áèíîì Íüþòîíà;
3. Ñëåäóåò èç ïóíêòà 2;
4. Ñëåäóåò èç ïóíêòà 2.

1ýòè êëàññû ñîîòâåòñòâóþò ñî÷åòàíèþ áåç ïîâòîðåíèÿ� ïðèì. ëåê.
2k1 + k2 + . . . + kn = k

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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1.2 Ìåòîä âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé

1.2.1 Îáîçíà÷åíèÿ:

. Ïóñòü:

◦ A - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî;
◦ A1, A2, . . . , An ⊂ A;

◦ |A| = Nn = S0;

◦ Ni1...ik
=

∣∣∣∣∣
k⋂

j=0

Aij

∣∣∣∣∣ , ãäå i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n};

◦ Sk =
∑

(i1,...,ik)
16i16...6ik6n

Ni1...ik
=

∑
(i1,...,ik)

∣∣∣∣∣
k⋂

j=1

Aij

∣∣∣∣∣;

◦ Ã = Ar
n⋃

i=1

Ai.

Íàøà çàäà÷à - íàéòè Ã

Ïðèìåð 1.2.2 (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé).

. Ïðè n = 3 áóäåì èìåòü:

∣∣∣Ã
∣∣∣ = |A|−|A1|−|A2|−|A3|+

∣∣∣A1

⋂
A2

∣∣∣+
∣∣∣A1

⋂
A3

∣∣∣+
∣∣∣A2

⋂
A3

∣∣∣−
∣∣∣A1

⋂
A2

⋂
A3

∣∣∣ = S0−S1+S2−S3 =
3∑

k=0

(−1)kSk.

Òåîðåìà 1.2.3 (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé).

. Ïóñòü

◦ A - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
◦ |A| = N = S0

◦ A1, A2, . . . , An ⊂ A

◦ Ã = Ar
∣∣∣∣

n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣

. Òîãäà
∣∣∣Ã

∣∣∣ = Ñ =
n∑

k=0

(−1)kSk

. Àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëèðîâêà.
Åñëè ñóùåñòâóåò n ñâîéñòâ P1, . . . , Pn (êîòîðûì ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A); îïðåäåëåíû ìíî-
æåñòâà Ai = {a ∈ A a óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Pi}; Ni1,...,ik

�êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîé-
ñòâàì Pi1 , . . . , Pik

.

Òîãäà Ã� âñå ýëåìåíòû A, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò íè îäíîìó èç ñâîéñòâ Pi1 , . . . , Pik
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà A ó÷èòûâàåòñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðàç â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿõ ôîðìóëû.
X Ïóñòü x ∈ Ã. Òîãäà:

? Îí ó÷èòûâàåòñÿ 1 ðàç â ëåâîé ÷àñòè.
? Â ïðàâîé ÷àñòè: S0 = |A| ⇒1 ðàç. Â Sk ïðè k 6= 0, x íå ó÷èòûâàåòñÿ íè ðàçó (ïî îïðåäåëåíèþ Ã.)

X Ïóñòü x /∈ Ã.

? Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè x íå ó÷èòûâàåòñÿ íè ðàçó.

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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? Ïóñòü x ïðèíàäëåæèò ðîâíî r ìíîæåñòâàì Ai1 , . . . Air
.

Â ïðàâîé ÷àñòè: x ∈ Ai1

⋂
. . .

⋂
Air . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {i1, . . . , ir} =

{1, . . . , r}. Åñëè j1, . . . , jq ⊆ {1, . . . , r} ⇒ x ∈ Aj1

⋂
. . .

⋂
Ajq

. Åñëè âçÿòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, êîòî-
ðûå íå ñîäåðæàòüñÿ â {1, . . . , r}, íàïðèìåð, {l1, . . . , lp} * {1, . . . , r}, òî x /∈ Ai1

⋂
. . .

⋂
Air

.
Èòàê:
¦ Ïðè k > r � ýëåìåíò x íå ó÷èòûâàåòñÿ íè ðàçó â Sk;
¦ Ïðè k 6 r � ýëåìåíò x ó÷èòûâàåòñÿ â Sk ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî åñòü ðàçëè÷íûõ k-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå {1, . . . , r}, à èõ Ck

r . Òîãäà ñóììàðíûé âêëàä ýëåìåíòà x â ïðàâóþ ÷àñòü:

C0
r − C1

r + C2
r − . . . + (−1)kCk

r + . . . + (−1)rCr
r =

r∑

k=0

(−1)kCk
r = 0.

ÎÏÐ 1.2.4 (Áåñïîðÿäêà).
Áåñïîðÿäîê - òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà a1, a2, . . . , an ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ÷òî ai 6= i äëÿ ∀i = 1, 2, . . . , n.

1.2.5 Çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ

. Íàéòè êîëè÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü A - âñå ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Pi - â ïåðåñòàíîâêå ai = i. Ai = {a1, . . . , an ai = i}. Íàäî
íàéòè Ã

Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà a1, a2, . . . , an óäîâëåòâîðÿåò k ñâîéñòâàì Pi1 , Pi2 , . . . , Pik
. Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê

∣∣∣Ai1

⋂
Ai2

⋂
. . .

⋂
Aik

∣∣∣ = (n− k)!.

Äåéñòâèòåëüíî: ìû çàôèêñèðîâàëè k ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè íà îïðåäåëåííûõ ìåñòàõ, à îñòàëüíûå n− k
ýëåìåíòîâ ìû ïåðåñòàâëÿåì âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ
èç k ñâîéñòâ:

Sk =
∑

(i1,...,ik)
16i16...6ik6n

∣∣∣Ai1

⋂
Ai2

⋂
. . .

⋂
Aik

∣∣∣ =
∑

(i1,...,ik)
16i16...6ik6n

(n− k)! = (n− k)!Ck
n.

À çíà÷èò:
∣∣∣Ã

∣∣∣ =
n∑

k=0

(−1)kSk =
n∑

k=0

(−1)k(n− k)!Ck
N =

n∑

k=0

(−1)k(n− k)!
n1

k!(n− k)!
= n!

n∑

k=0

(−1)k

k!
n→∞→ n!

e

1.2.6 Çàäà÷à î ñóïðóæåñêèõ ïàðàõ

. Íàäî ðàññàäèòü n ñóïðóæåñêèõ ïàð çà êðóãëûì ñòîëîì, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ:

1. Ìóæ÷èíû è æåíùèíû ÷åðåäóþòñÿ çà ñòîëîì.
2. Íèêàêèå äâîå ñóïðóãîâ íå ñèäÿò ðÿäîì.

Çàäà÷à: ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññàäèòü ëþäåé òàêèì îáðàçîì.

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/



Ãëàâà 2

Áóëåâû ôóíêöèè

2.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ
ÎÏÐ 2.1.1 (Áóëåâîãî êóáà).{

(x1, x2, . . . , xn) xi ∈ {0, 1}} = {0, 1}n = En � n-ìåðíûé åäèíè÷íûé áóëåâûé êóá.

ÎÏÐ 2.1.2 (Áóëåâîé ôóíêöèè).

• Ôóíêöèÿ f : En → {0, 1}�íàçûâàåòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé. Åå ìîæíî çàäàòü òàáëèöåé:
x1 . . . xn f(x1, . . . , xn)

0 0 . . . 0 f(0, . . . , 0)
...

... . . . ...
...

2n − 1 1 . . . 1 f(1, . . . , 1)

• Áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ 22n .

• P2 - ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

2.1.2.1 Ïðèìåð êîëè÷åñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé

. Ïðè n = 1, ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé 4;

. Ïðè n = 2, èõ 16;

. À ïðè n = 10, èõ êîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿåò 2210
> 21000 = (210)100 > 1000100 = 10300.

ÎÏÐ 2.1.3 (Ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé).
f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi, åñëè ∃(α1 . . . αi−1, αi+1 . . . αn) è (β1 . . . βi−1, βi+1 . . . βn)

f(α1 . . . αi−1, 0, αi+1 . . . αn) 6= f(β1 . . . βi−1, 1, βi+1 . . . βn).
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî xi - ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Èíà÷å xi - íàçûâàþò ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé.

ÎÏÐ 2.1.4 (Ðàâåíñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé).
Äâå áóëåâû ôóíêöèè f, g ðàâíû (f = g), åñëè f ìîæíî ïîëó÷èòü èç g äîáàâëåíèåì èëè óäàëåíèåì ôèêòèâíûõ

ïåðåìåííûõ.
Íàïðèìåð:

x & x = 0, y ∨ y = 0 ⇒ x & x = y ∨ y

ÎÏÐ 2.1.5 (Ôîðìóëû).
Âûáåðåì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé Ω ⊆ P2. Ôîðìóëîé íàä Ω íàçûâàåòñÿ:

1. f(x1, . . . , xn), f ∈ Ω;

2. Åñëè f(x1, . . . , xn) - ôîðìóëà è A1, . . . , An - ôîðìóëû ëèáî ñèìâîëû ïåðåìåííûõ, òî f(A1, . . . , An) òîæå ôîð-
ìóëà.

9
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2.1.5.1 Ïðèìåðû ôîðìóë

. n = 1.

x 0 1 x x
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

. n = 2.

x y x & y x ∨ y x → y x⊕ y x ∼ y x|y x ↓ y
0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 0 1 0 0
| �øòðèõ Øåôåðà
↓� ñòðåëêà Ïèðñà

. n = 3. Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ.
x y z m(x, y, z)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

ÎÏÐ 2.1.6 (Ðåàëèçàöèè ôîðìóëû).
Ïóñòü äàíà ôîðìóëà β(x1, . . . , xn) íàä Ω. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî β(x1, . . . , xn) ðåàëèçóåò f(x1, . . . , xn), åñëè âûïîëíåíî

îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. f(x1, . . . , xn) = β(x1, . . . , xn), ãäå f ∈ Ω.

2. f(x1, . . . , xn) = β(x1, . . . , xn) = f0(A1, . . . , Am), ãäå Ai - ëèáî ôîðìóëà fi ∈ Ω, ëèáî ïåðåìåííàÿ xi.

β íàä Ω ðåàëèçóåò f , åñëè f � ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé èç Ω.

ÎÏÐ 2.1.7 (Ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë).
Äâå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå ôóíêöèè.

2.1.7.1 Ïðèìåð ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë

. x & y ≡ x̄ ∨ ȳ;

. xy ∨ yz ∨ xz ≡ xy ⊕ yz ⊕ xz.

ÎÏÐ 2.1.8 (Ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè).
Áóëåâà ôóíêöèÿ f∗(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèåé ê ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Åñëè f(x1, . . . , xn) çàäàíà òàáëèöåé, òîãäà â ïðàâîì ñòîëáöå íàäî âñå çíà÷åíèÿ èíâåðòèðîâàòü è ïåðåâåðíóòü

âåñü ñòîëáåö. Ïîëó÷èì òàáëèöó äëÿ f∗.

2.1.8.1 Ïðèìåðû äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé

. (x & y)∗ = x ∨ y,

. (x̄)∗ = x̄.

Òåîðåìà 2.1.9 (Î äâîéñòâåííûõ ôóíêöèÿõ).

. Ïóñòü
F (x1, . . . , xn) = f

(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
.
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. Òîãäà
F ∗(x1, . . . , xn) = f∗

(
f∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f∗n(x1, . . . , xn)

)
.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Çàìåòèì, ÷òî ¯̄f = f. Òîãäà

F ∗(x1, . . . , xn) = F̄ (x̄1, . . . , x̄n) = f̄
(
f1(x̄1, . . . , x̄n), . . . , fm(x̄1, . . . , x̄n)

)
=

= f̄
( ¯̄f1(x̄1, . . . , x̄n), . . . , ¯̄fm(x̄1, . . . , x̄n)

)
= f̄

(
f̄∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f̄∗m(x1, . . . , xn)

)
=

= f∗
(
f∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f∗m(x1, . . . , xn)

)
.

Çàìå÷àíèå 2.1.9.1 (Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè).

. Ïóñòü
β(x1, x2, . . . , xn) íàä Ω ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn).

. Òîãäà
Ôóíêöèÿ β∗(x1, x2, . . . , xn), ïîëó÷àåìàÿ èç β çàìåíîé âñåõ ôóíêöèé èç Ω íà äâîéñòâåííûå, ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f∗(x1, x2, . . . , xn).

2.1.9.1 Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè

.
(
(x & y)⊕ (x ∨ z)

)∗ = (x ∨ y) ∼ (x & y).

2.2 Ñîâåðøåííûå íîðìàëüíûå ôîðìû

2.2.1 Îáîçíà÷åíèå

xσ =
{

x, σ = 1;
x, σ = 0.

Òåîðåìà 2.2.2 (Ñâîéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé).

. Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) ∈ P2.

. Òîãäà
∀k 1 6 k 6 n âûïîëíåíî:

f(x1, . . . , xn) =
∨

σ1, ...,σk

xσ1
1 & xσ2

2 & . . . & xσk

k & f(σ1, . . . , σk, xk+1, . . . , xn).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Âûáåðåì âåêòîð (α1, α2, . . . , αn). Òîãäà âûðàæåíèå
∨

σ1, σ2, ..., σk

ασ1
1 & . . . & ασk

k & f(σ1, . . . , σk, αk+1, . . . , αn)

íà âñåõ òàêèõ íàáîðàõ (σ1, σ2, . . . , σk), ÷òî ∃i ∈ [1, k] : σi 6= αi, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 01, à íà íàáîðå
(σ1, σ2, . . . , σk) ≡ (α1, α2, . . . , αk)2 � f(σ1, σ2, . . . , σk, αk+1, . . . , αn) = f(α1, α2, . . . , αn). Çíà÷èò:

∨
σ1, σ2, ..., σk

ασ1
1 & . . . & ασk

k & f(σ1, . . . , σk, αk+1, . . . , αn) = f(α1, α2, . . . , αn).

1ò.ê. 00 = 0̄ = 1, 01 = 0, 10 = 1̄ = 0, 11 = 1.�ïðèì. ðåä.
2ò.å. ∀i 1 6 i 6 k : σi = αi.�ïðèì. ðåä.
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Çàìå÷àíèå 2.2.2.1 (Ïåðâîå çàìå÷àíèå).

. Ïðè k = 1 èìååì:
∀f(x1, x2, . . . , xn) ∈ P2, f(x1, x2, . . . , xn) = x1 & f(1, x2, . . . , xn) ∨ x & f(0, x2, . . . , xn).

Çàìå÷àíèå 2.2.2.2 (Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÑÄÍÔ)).

. Ïðè k = n

∀f(x1, x2, . . . , xn) ∈ P2 f 6= 0:

f(x1, x2, . . . , xn) =
∨

σ1,...,σn
f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 & . . . & xσn

n .

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f íàçûâàþò ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÄÍÔ).

Òåîðåìà 2.2.3 (Î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè).

. Ëþáóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è îòðèöàíèÿ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Åñëè f ≡ 0, òîãäà f = x & x.

◦ Ïóñòü f 6= 0, òîãäà Ω = {x & y, x ∨ y, x} è èñïîëüçóåì çàìå÷àíèå î ÑÄÍÔ (2.2.2.2).

Òåîðåìà 2.2.4 (Ñîâåðøåííàÿ êîíúþêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÑÊÍÔ)).

. Ïóñòü
Äàíà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ P2 f 6= 1.

. Òîãäà

f(x1, . . . , xn) = &
σ1,...,σn

f(σ1,...,σn)=0

(xσ1
1 ∨ . . . ,∨xσn

n ).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé êîíúþêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÊÍÔ).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ f∗(x1, . . . , xn) =
∨

τ1,...,τn
f∗(τ1,...,τn)=1

xτ1
1 & . . . & xτn

n .

◦ Âîçüìåì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ:

f(x1, . . . , xn) = f∗∗(x1, . . . , xn) = &
τ1, ..., τn

f∗(τ1, ..., τn)=1

(xτ1
1 ∨ . . . ∨ xτn

n ) =( f∗(τ1, . . . , τn) = 1 ⇔ f(τ1, . . . , τn) = 0 )

= &
τ1, ..., τn

f(τ1, ..., τn)=0

(xτ1
1 ∨ . . . ∨ xτn

n ) =(ó÷èòûâàÿ, ÷òî τi = σi) &
τ1, ..., τn

f(τ1, ..., τn)=0

(xσ1
1 ∨ . . . ∨ xσn

n ).

ÎÏÐ 2.2.5 (Êîíúþêòèâíîé è äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíûõ ôîðìû).

• Ïóñòü Ki - ôîðìóëà íàä {&, }̄. Ki � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ. Òîãäà K1 ∨ . . . ∨Km - äèçúþíêòèâíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà (ÄÍÔ).

• Ïóñòü Di - ôîðìóëà íàä {∨, }̄. Di � ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ. Òîãäà D1 ∨ . . . ∨ Dm - êîíúþíêòèâíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ).
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2.3 Ïîëíîòà è çàìêíóòîñòü
ÎÏÐ 2.3.1 (Ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé ñèñòåìû).

Ñèñòåìà ôóíêöèé Ω = {f1, . . . , fs, . . .} íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, åñëè ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ åñòü
ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé íàä Ω.

2.3.1.1 Ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé ñèñòåìû

. {x & y, x ∨ y, x̄} � ïîëíàÿ ñèñòåìà.

Òåîðåìà 2.3.2 (Î ïîëíîòå ïîäñèñòåìû).

. Ïóñòü Ω ⊂ P2 è Ω - ïîëíà.
Òîãäà åñëè äëÿ θ ⊂ Ω ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç Ω ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé íàä θ, òîãäà θ òîæå ïîëíà.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü f ∈ P2 è f - ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé íàä Ω. Íî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç Ω ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé íàä
θ. Êàæäóþ ôóíêöèþ èç Ω çàìåíÿåì ôîðìóëîé íàä θ. Ïîëó÷èëè ôîðìóëó íàä θ, ðåàëèçóþùóþ f ⇒ θ -
ïîëíà.

Ïðèìåð 2.3.3 (Ïîëíûå ñèñòåìû).

1. {x & y, x ∨ y, x̄};
2. {x & y, x̄}, òàê êàê x ∨ y = x̄ & ȳ;

3. {x ∨ y, x̄};
4. {x & y, x⊕ y, 1}, òàê êàê x̄ = x⊕ 1.

ÎÏÐ 2.3.4 (Ïîëèíîìà Æåãàëêèíà).
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè f â âèäå:

f(x1, . . . , xn) =
⊕

i1,...,is⊆{1,...,n}
ai1,...,isxi1 . . . xis ,

ãäå ai1, ..., is ∈ {0, 1}.

2.3.4.1 Ïðèìåð ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà

. x ∨ y = ((x⊕ 1)(y ⊕ 1))⊕ 1 = xy ⊕ x⊕ y.

Òåîðåìà 2.3.5 (Î ïîëèíîìå Æåãàëêèíà).

. Ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Îïðåäåëèâ êîýôôèöèåíòû ai1,...,is , ìû îïðåäåëÿåì ïîëèíîì. Âñåãî êîýôôèöèåíòîâ 2n, ñëåäîâàòåëüíî ïî-
ëèíîìîâ Æåãàëêèíà 22n .

ÎÏÐ 2.3.6 (Çàìêíóòîñòè).
Ïóñòü âûáðàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé Ω ∈ P2. Òîãäà

• Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé Ω íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíê-
öèé èç Ω. Îáîçíà÷àåòñÿ: [Ω].

• Ñèñòåìà ôóíêöèé Ω ïîëíà, åñëè [Ω] = P2.

• Ω çàìêíóòà, åñëè [Ω] = Ω.
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2.3.6.1 Ïðèìåðû çàìêíóòîñòè è ïîëíîòû

. {x & y, x̄} - ïîëíà, íî íå çàìêíóòà;

. [{xy, x ∨ y}] 6= P2 ⇒ {xy, x ∨ y}�íå ïîëíà.

ÎÏÐ 2.3.7 (Ñðàâíåíèÿ áóëåâûõ âåêòîðîâ).

• Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà: α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α̃ ïðåäøåñòâóåò β̃ (îáîçíà-
÷àåòñÿ α̃ 6 β̃), åñëè αi 6 βi ∀i = 1, . . . , n.

• Åñëè α̃ > β̃ èëè β̃ 6 α̃, òî ãîâîðÿò, ÷òî α̃ è β̃ ñðàâíèìû, èíà÷å îíè íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè.

2.3.7.1 Ïðèìåðû ñðàâíåíèÿ áóëåâûõ âåêòîðîâ

. (0, 0, 1, 1, 0, 0) 6 (0, 1, 1, 1, 0, 1).

. (0, 1) è (1, 0) íåñðàâíèìû.

ÎÏÐ 2.3.8 (Îñíîâíûå êëàññû çàìêíóòûõ ôóíêöèé).

1. T0 - ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 0: f(0, . . . , 0) = 0

Ïóñòü f0, f1, . . . , fn ∈ T0. Òîãäà:

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) ⇒ f(0, . . . , 0) = f0(0, . . . , 0).

Çíà÷èò, T0 - çàìêíóòî.

2. T1 - ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó: f(1, . . . , 1) = 1. T1 - çàìêíóòî (äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî).

3. S - ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè: f ∈ S ⇔ f∗ ≡ f . Ïîêàæåì, ÷òî S - çàìêíóòî.
Ïóñòü f0, . . . , fm ∈ S è F (x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ∈ S. Òîãäà:

F ∗(x1, . . . , xn) = f∗0 (f∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f∗m(x1, . . . , xn)) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) = F (x1, . . . , xn).

4. L - ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Áóëåâà ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

f = c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . .⊕ cnxn,

ãäå ci ∈ {0, 1} i = 0, . . . , n.

L = [{⊕, 1}], ñëåäîâàòåëüíî L - çàìêíóòî.

5. M - ìîíîòîííûå ôóíêöèè.
Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ M ⇔ ∀α̃, β̃ α̃ 6 β̃ f(α̃) 6 f(β̃). Ïîêàæåì, ÷òî M - çàìêíóòî.
Ïóñòü F (x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) è f0, f1, . . . , fn ∈ M. Âûáåðåì äâà âåêòîðà α̃ è β̃
òàêèõ, ÷òî α̃ 6 β̃. Òîãäà:

f1(α̃) 6 f1(β̃), . . . , fm(α̃) 6 fm(β̃).

f0 - ìîíîòîííà ⇒ f0(f1(α̃), . . . , fm(α̃)) 6 f0(f1(β̃), . . . , fm(β̃) ⇒F (α̃) 6 F (β̃) ⇒ M - çàìêíóòî, òàê êàê ìû
áðàëè α̃ è β̃ ïðîèçâîëüíûå.

Ëåììà 2.3.9 (Î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè ).

. Èç ëþáîé íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè ïóòåì ïåðåñòàíîâêè íà ìåñòà ïåðåìåííûõ xi ôóíêöèé x, x̄ ìîæíî
ïîëó÷èòü êîíñòàíòó.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
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◦ Òàê êàê f(x1, . . . , xn) /∈ S, òî ∃α1, . . . , αn f(α1, . . . , αn) = f(ᾱ1, . . . , ᾱn).
ϕ(x) = f(xα1 , . . . , xαn)
ϕ(0) = f(0α1 , . . . , 0αn) = f(ᾱ1, . . . , ᾱn), òàê êàê 0α = ᾱ

ϕ(1) = f(0α1 , . . . , 0αn) = f(α1, . . . , αn)
ϕ(0) = ϕ(1) ⇒ ϕ - êîíñòàíòà.

Ëåììà 2.3.10 (Î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè ).

. Èç ëþáîé íåìîíîòîííîé ôóíêöèè ïóòåì ïîäñòàíîâêè íà ìåñòà ïåðåìåííûõ ôóíêöèé {0, 1, x} ìîæíî ïîëó÷èòü
x̄.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü f(x1, . . . , xn) /∈ M . Òîãäà: ∃α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn) α̃ 6 β̃, íî f(α̃) 66 f(β̃). Òàêèì îáðàçîì
f(α̃) = 1, f(β̃) = 0.
Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ϕ(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) íà ìåñòî xi ïîäñòàâèì



0, åñëè αi = βi = 0;
1, åñëè αi = βi = 1;
x, åñëè αi < βi.

.

ϕ(0) = f(α1, . . . , αn) = 1;
ϕ(1) = f(β1, . . . , βn) = 0.

}
⇒ ϕ(x) = x̄.

Ëåììà 2.3.11 (Î íåëèíåéíîé ôóíêöèè (1) ).

. Èç ëþáîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïóòåì ïîäñòàíîâêè íà ìåñòà ïåðåìåííûõ ôóíêöèé x, y, 0 ìîæíî ïîëó÷èòü íåëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì f(x1, . . . , xn) /∈ L. f(x1, . . . , xn) =
⊕

i1,...,is

ai1,...,isxi1 . . . xis .

Ïîñòðîèì ϕ(x, y) òàêóþ, ÷òî â f íà ìåñòî xi1 ïîñòàâèì x, íà ìåñòà xi2 , . . . , xik
ïîñòàâèì y, à íà âñå îñòàëüíûå

ìåñòà ïîñòàâèì 0. Ôóíêöèÿ ϕ(x, y) - íåëèíåéíà.

2.3.11.1 Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ëåììû 2.3.11

. f(x1, . . . , x5) = 1⊕ x1 ⊕ x1x3x5 ⊕ x3x4x5 ⊕ x1x2x3x4x5;
ϕ(x, y) = f(x, 0, y, 0, y) = 1⊕ x⊕ xy.

Ëåììà 2.3.12 (Î íåëèíåéíîé ôóíêöèè (2) ).

. Èç ëþáîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ ïóòåì ïîäñòàíîâêè íà ìåñòà ïåðåìåííûõ x, y, x̄, ȳ ìîæíî
ïîëó÷èòü xy èëè xy.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ f(x, y) = xy ⊕ ax⊕ by ⊕ c, ãäå a, b, c ∈ {0, 1}.
ϕ(x, y) = f(x⊕ b, y ⊕ a) = f(xb, ya);
ϕ(x, y) = (x⊕ b)(y ⊕ a)⊕ a(x⊕ b)⊕ b(y ⊕ a)⊕ c = xy ⊕ ab⊕ c;
ϕ(x, y) = (xy)ab⊕c⊕1. Òî åñòü xy èëè xy.

Òåîðåìà 2.3.13 (Ïîñòà).

. Êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé ïîëíûé ⇔ îí íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, S, M, L.

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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. Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ Ïóñòü U - ïîëíà.
R = {T0, T1, L, S,M}.
U ⊆ R, [U ] = P2 ⇒ [R] = P2.

⇐ Ïóñòü U íå ëåæèò öåëèêîì íè â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, M, L, S.
{fT0 , fT1 , fM , fL, fS} = U ′, ãäå fT0 /∈ T0, fT1 /∈ T1, fM /∈ M, fL /∈ L, fS /∈ S.
fT0(x, . . . , x) = g1(x), g1(0) = 1, òî åñòü g1(x) = ëèáî 1, ëèáî x̄;
fT1(x, . . . , x) = g2(x), g2(1) = 0, òî åñòü g1(x) = ëèáî 0, ëèáî x̄.
Õîòèì ïîëó÷èòü 0, 1, x̄.
1. g1(x) = 1, g2(x) = 0.

Ïî ëåììå 2.3.10: ïîäñòàâëÿÿ g1(x), g2(x), x â fM , ïîëó÷àåì x̄.
2. g1(x) = g2(x) = x̄.

Ïî ëåììå 2.3.9: ïîäñòàâëÿÿ g1(x), x â fS , ïîëó÷àåì êîíñòàíòó.
Ïîêàæåì, ÷òî U ′ ïîëíà.
Èñïîëüçóÿ ëåììû 2.3.11 è 2.3.12 ïðè ïîäñòàíîâêå 0, 1, x, x̄, y, ȳ â fL ïîëó÷èì xy, xy.
Òàê êàê ñèñòåìà {xy, x̄} ïîëíà, òî ïîëíà ñèñòåìà U ′ ⇒ U - ïîëíà.

Ïðèìåð 2.3.14 (Ïîëíîòà ñèñòåìû).

. Îïðåäåëèòü, ïîëíà ëè ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé {1, x⊕ y,m(x, y, z)}.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ñîñòàâèì òàáëèöó ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé êëàññàì T0, T1, S, L, M .

T0 T1 S L M
1 - + - + +

x⊕ y + - - + -
m(x, y, z) -

m(x, y, z) = xy ∨ yz ∨ yz = xy ⊕ xz ⊕ yz.
Â êàæäîì ñòîëáöå åñòü ïî îäíîìó ìèíóñó, ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà ïîëíà.

Òåîðåìà 2.3.15 (Î ÷èñëå ôóíêöèé ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ).

. ×èñëî ôóíêöèé f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî
n∑

k=0

(−1)kCk
n22n−k .

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Âñåãî ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ 22n .
Îáîçíà÷èì çà Ai ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî xi - ôèêòèâíàÿ ïåðåìåííàÿ.

A1, . . . , An N̂ =
n∑

k=0

(−1)kSk, ãäå Sk =
∑

16i16...6ik6n

Ni1,...,ik
, Ni1,...,ik

= 22n−k ⇒ Sk = Ck
n22n−k .

N̂ =
n∑

k=0

(−1)kCk
n22n−k .
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Òåîðèÿ ãðàôîâ

3.1 Ââåäåíèå
ÎÏÐ 3.1.1 (Ïîíÿòèå ãðàôà).

Ïóñòü V - íåïóñòîå ìíîæåñòâî, V (2) - ìíîæåñòâî âñåõ 2-x ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V . Òîãäà
G = (V, E), ãäå E ⊂ V (2), íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà 1 , à ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà E - ðåáðàìè ãðàôà G.
Ìóëüòèãðàô - ãðàô, â êîòîðîì ðàçðåøåíû êðàòíûå ðåáðà (òî åñòü â ìíîæåñòâå E ïàðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ).
Ïñåâäîãðàô - ãðàô, â êîòîðîì ðàçðåøåíû êðàòíûå ðåáðà è ïåòëè (òî åñòü â ìíîæåñòâå E ìîãóò ïðèñóòñòâî-

âàòü ýëåìåíòû (v, v).
Âåðøèíû v è u íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè ïàðà (v, u) ∈ E. Åñëè e = (v, u) - ðåáðî, òî âåðøèíû v è u íàçûâàþò

åãî êîíöàìè. Â ýòîé ñèòóàöèè òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî e ñîåäèíÿåò âåðøèíû v è u. Òàêîå ðåáðî îáîçíà÷àþò
ñèìâîëîì vu.

Äâà ðåáðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
Âåðøèíà v è ðåáðî e íàçûâàþò èíöèäåíòíûìè, åñëè v ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà e, è íå èíöèäåíòíûìè â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.
Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ ñ íåêîòîðîé âåðøèíîâ v, íàçûâàåòñÿ îêðóæåíèåì âåðøèíû v è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç NG(v) èëè ïðîñòî N(v) (êîãäà ÿñíî î êàêîì ãðàôå èäåò ðå÷ü).
‖NG(v)‖ = degG(v) - ñòåïåíü âåðøèíû v.

Ëåììà 3.1.2 (Î ðóêîïîæàòèÿõ).

. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G = (V,E) ñïðàâåäëèâî
∑

v∈V

degG v = 2|E|

ÎÏÐ 3.1.3 (Èçîìîðôèçì ãðàôîâ).
Ïóñòü äàíû äâà ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2). Òîãäà îíè èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : V1 → V2

òàêàÿ, ÷òî (v, u) ∈ E1 ⇔ (f(v), f(u)) ∈ E2.
Îáîçíà÷àåòñÿ: G1

∼= G2.
Åñëè G1 = G2 è f : G1 → G2 - áèåêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ñìåæíîñòü, òî f - èçîìîðôèçì "íà ñåáÿ"èëè àâòîìîð-

ôèçì.

Ïðèìåð 3.1.4 (Èçîìîðôèçì ãðàôîâ).

.

1

2

3

4

5

6
a

b

c

d

e

f
a

b c

d

e ff

1Â íàøåì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðàôû, òî åñòü ãðàôû ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì V
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1 → a
2 → b
3 → c
4 → d
5 → e
6 → f





èçîìîðôèçì

1 → 3
3 → 5
5 → 1
2 → 4
4 → 6
6 → 2





àâòîìîðôèçì

ÎÏÐ 3.1.5 (Ìàðøðóòû, öåïè, öèêëû).
×åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1, e1, v2, e2, . . . , el, vl+1 âåðøèí è ðåáåð ãðàôà, òàêàÿ ÷òî ei = (vi, vi+1) ∈

E(G)− ∀i = 1, . . . , l íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì, ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû v1 è vl+1 (èëè (v1, vl+1) ìàðøðóòîì).
×èñëî l ðåáåð â ìàðøðóòå íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàðøðóò îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åãî âåðøèí:

v1, v2, . . . , vl+1

èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åãî ðåáåð:

e1, e2, . . . , el.

Ìàðøðóò, ó êîòîðîãî âñå ðåáðà ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ öåïüþ ((v, u)− öåïü).
Åñëè âñå âåðøèíû â öåïè çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà è êîíöà ðàçëè÷íû, òî òàêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé (áåç

ñàìîïåðåñå÷åíèé).
Öåïü, ó êîòîðîé íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ öèêëîì.
Ïðîñòàÿ öåïü, ó êîòîðîé íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè v è u (d(v, u)) - äëèíà êðàò÷àéøåé (v, u)-öåïè.

ÎÏÐ 3.1.6 (Ïîäãðàôû).
Ãðàô G′ = (V ′, E′) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G, åñëè V ′ ⊂ V è E′ ⊂ E.
Ïîäãðàô G′ ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì V ′ ⊂ V , åñëè ∀v, u ∈ V ′ : (v, u) ∈ E ⇔ (v, u) ∈

E′.
Ãðàô G - ñâÿçíûé, åñëè ∀v, u ∈ V (G) â G ∃(v, u)− öåïü.
Ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ âåðøèí è ðåáåð ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ãðàôà

G.

Ïðèìåð 3.1.7 (Ïðèìåðû ãðàôîâ).

1. Kn - ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ.

K1 K2 K3 K4

2. On - ïóñòîé ãðàô (n èçîëèðîâàííûõ âåðøèí).

3. Cn - ïðîñòîé öèêë.

4. Pn - ïðîñòàÿ öåïü.

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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5. Wn - êîëåñà.

6. Gïåò - ãðàô Ïåòòåðñîíà.

7. En - ãðàô n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà.
V (En) - ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n.
α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn).
(α̃, β̃) - ðåáðî En, åñëè åñòü îòëè÷èå ðîâíî â îäíîé êîîðäèíàòå. ∃i αi 6= βi è αj = βj ∀j 6= i.

0

1

00

1001

11E
1

E
2

E
3

E
4

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî e èìååò íîìåð i, åñëè ðàçëè÷èå â i-îì ðàçðÿäå.
K-ûé ñëîé êóáà En - âñå äâîè÷íûå íàáîðû, ñîäåðæàùèå k åäèíèö. Â êàæäîì ñëîå Ck

n âåðøèí.
Ãðàíü êóáà: En,i1,...,ik

σ1...σk
, ãäå {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} è σi ∈ {0, 1}.

Ýòî âñå äâîè÷íûå íàáîðû x1, . . . , xn xij = σi ∀j = 1, . . . , k.
Ðàçìåðíîñòü ãðàíè: n− k. Îíà èçîìîðôíà En−k.

ÎÏÐ 3.1.8 (Äâóäîëüíûå ãðàôû).
Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí íà äâå ÷àñòè (äîëè),

÷òî êîíöû êàæäîãî ðåáðà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ÷àñòÿì.
G = (A,B, E), ãäå E ⊂ {(v, u) v ∈ A, u ∈ B}
Åñëè ïðè ýòîì ëþáûå äâå åãî âåðøèíû, âõîäÿùèå â ðàçíûå äîëè ñìåæíû, òî ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì äâóäîëü-

íûì. Îáîçíà÷àåòñÿ Kn,m, ãäå n è m - ðàçìåðû äîëåé (n = ‖A‖,m = ‖B‖).
Òåîðåìà 3.1.9 (Êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè ãðàôà Êåíèãà).

. G - äâóäîëüíûé ⇔ G íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

=> Ïóñòü G - äâóäîëüíûé ãðàô. C - îäèí èç åãî öèêëîâ äëèíû k. Ïðîéäåì âñå ðåáðà ýòîãî öèêëà â òîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé îíè ðàñïîëîæåíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåðøèíû v. Ñäåëàâ k øàãîâ, âåðíåìñÿ â
v. Òàê êàê êîíöû êàæäîãî ðåáðà ëåæàò â ðàçíûõ äîëÿõ, òî k - ÷åòíîå ÷èñëî.

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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<= Çàìåòèì, ÷òî ãðàô G - äâóäîëåí⇔âñå åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äâóäîëüíû. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ãðàô G - ñâÿçåí.
Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó v ∈ V (G). Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V (G) = A ∪ B ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A = {u ∈ V (G) d(v, u)− ÷åòíîå ÷èñëî}
B = {u ∈ V (G) d(v, u)− íå÷åòíîå ÷èñëî}

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû G(A) è G(B) ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè.
Ïóñòü, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóþò äâå ñìåæíûå âåðøèíû x è y, âõîäÿùèå â îäèí êëàññ. Òîãäà íè îäíà èç íèõ
íå ñîâïàäàåò ñ v, ïîñêîëüêó v ∈ A, à îêðóæåíèå âåðøèíû v âõîäèò â êëàññ B.

yx

z

v

Px
Py

Ïóñòü, äàëåå
Px - êðàò÷àéøàÿ (v, x)− öåïü,
Py - êðàò÷àéøàÿ (v, y)− öåïü,
z - ïîñëåäíÿÿ, ñ÷èòàÿ îò v, èç îáùèõ âåðøèí ýòèõ öåïåé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäöåïü (z, v) öåïè Px è ïîäöåïü (z, v) öåïè Py èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, à ïîäöåïü (x, z)
öåïè Px è ïîäöåïü (y, z) öåïè Py èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü äëèíû.
Òîãäà öèêë ñîñòàâåëåííûé èç öåïåé Px, Py è ðåáðà (x, y) áóäåò èìåòü íå÷åòíóþ äëèíó - ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò ãðàô äâóäîëüíûé.

ÎÏÐ 3.1.10 (Ðàçíîâèäíîñòè ãðàôîâ).
G = (V, E) - îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, åñëè E ⊂ V ×V . E - ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå íàçûâàþò

äóãàìè. Åñëè a = (v, u) - äóãà, òî âåðøèíû v è u íàçûâàþòñÿ åå íà÷àëîì è êîíöîì ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âåðøèí îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïîëóñòåïåíè èñõîäà deg+v (÷èñëî äóã ñ íà÷àëîì â v) è
ïîëóñòåïåíè âõîäà deg−v (÷èñëî äóã ñ êîíöîì â v).

Ãðàô G = (V,E′) - äîïîëíèòåëüíûé ãðàô ê ãðàôó G, åñëè ∀v, u ∈ V (v, u) ∈ E ⇔ (v, u) /∈ E′

Ãðàô G = (V,E) - ïîìå÷åííûé ãðàô, åñëè êàæäîé åãî âåðøèíå ïðèñâîåíû êàêèå-òî ìåòêè, íàïðèìåð, íîìåðà
1, 2, . . . , n.

3.2 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ãðàôîâ
ÎÏÐ 3.2.1 (Ìàòðèöà ñìåæíîñòè).

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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Ïóñòü G = (V,E) - ïîìå÷åííûé ãðàô. Òîãäà ìàòðèöåé ñìåæíîñòè äëÿ ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A = A(G)
ðàçìåðà n× n, ñîñòàâëåííàÿ ïî ïðàâèëó:

Aij =

{
1 i-àÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ j-îé,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1 2

3

45




0 0 1 0 0
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 0 0 0




ÎÏÐ 3.2.2 (Ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè).
Åñëè ãðàô G = (A,B, E) - äâóäîëüíûé, ïðè÷åì: ‖A‖ = n,A = {1, 2, . . . , n}, ‖B‖ = m, B = {y1, . . . , ym}, òî äëÿ íåãî
ñóùåñòâóåò ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè. Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mij =

{
1, i-àÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ j-îé,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ÎÏÐ 3.2.3 (Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè).
Ïóñòü ãðàô G = (V,E) - ïîìå÷åííûé, à ìíîæåñòâà åãî âåðøèí è ðåáåð îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: V =
{1, 2, . . . , n}, E = {e1, . . . , em}. Òîãäà äëÿ ãðàôà îïðåäåëåíà ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè, çàäàâàåìàÿ óñëîâèåì:

Iij =

{
1, i-àÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà ðåáðó ej ,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà:

Iij =





1, âåðøèíà i - íà÷àëî äóãè ej ,

−1, âåðøèíà i - êîíåö äóãè ej ,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3.3 Îáõîäû
ÎÏÐ 3.3.1 (Ýéëåðîâ öèêë, ýéëåðîâ ãðàô).

Öèêë â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ Ýéëåðîâûì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå ðåáðà.
Ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü ýéëåðîâ öèêë, íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì ãðàôîì.

Òåîðåìà 3.3.2 (Ýéëåðà).

. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíè âñåõ åãî âåðøèí ÷åòíûå.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ Íåîáõîäèìîñòü
Ïóñòü G - ýéëåðîâ ãðàô. Ýéëåðîâ öèêë ýòîãî ãðàôà, ïðîõîäÿ ÷åðåç êàæäóþ åãî âåðøèíó, âõîäèò â íåå ïî
îäíîìó ðåáðó, à âûõîäèò ïî äðóãîìó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà ÷åòíîìó ÷èñëó ðåáåð
ýéëåðîâà öèêëà, à ïîñêîëüêó òàêîé öèêë ñîäåðæèò âñå ðåáðà ãðàôà G, òî îòñþäà ñëåäóåò ÷åòíîñòü ñòåïåíåé
âñåõ åãî âåðøèí.
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⇐ Äîñòàòî÷íîñòü
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G ÷åòíû. Íà÷íåì öåïü P1 èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû
v1 è áóäåì ïðîäîëæàòü åå, íàñêîëüêî âîçìîæíî, âûáèðàÿ êàæäûé ðàç íîâîå ðåáðî. Òàê êàê ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí ÷åòíû, òî ïîïàâ â î÷åðåäíóþ îòëè÷íóþ îò v1 âåðøèíó, ìû âñåãäà áóäåì èìåòü â ðàñïîðÿæåíèè åùå
íå ïðîéäåííîå ðåáðî. Ïîýòîìó öåïü P1 ìîæíî ïðîäîëæèòü ïóòåì äîáàâëåíèÿ ýòîãî ðåáðà. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñòðîåíèå öåïè P1 çàêîí÷èòüñÿ â âåðøèíå v1, òî åñòü P1 íåïðåìåííî áóäåò öèêëîì. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
P1 ñîäåðæèò âñå ðåáðà ãðàôà G, òî ýòî áóäåò òðåáóåìûé ýéëåðîâ öèêë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óäàëèâ èç
G âñå ðåáðà öèêëà P1 ðàññìîòðèì ãðàô G1, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå òàêîé îïåðàöèè. Ïîñêîëüêó P1 è G
èìåëè âåðøèíû òîëüêî ÷åòíûõ ñòåïåíåé, òî î÷åâèäíî, è G1 áóäåò îáëàäàòü òåì æå ñâîéñòâîì. Êðîìå òîãî,
â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôà G ãðàôû P1 è G1 äîëæíû èìåòü õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó v2. Òåïåðü, íà÷èíàÿ
ñ âåðøèíû v2 ïîñòðîèì öèêë P2 â ãðàôå G1 ïîäîáíî òîìó, êàê ñòðîèëè öèêë P1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ′1 è P ′′1
÷àñòè öèêëà P1 îò v1 äî v2 è îò v2 äî v1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷èì íîâûé öèêë

P3 = P ′1 ∪ P2 ∪ P ′′1

êîòîðûé, íà÷èíàÿ ñ v1, ïðîõîäèò ïî ðåáðàì öåïè P ′1 äî v2, çàòåì îáõîäèò âñå ðåáðà öèêëà P2 è, íàêîíåö,
âîçâðàùàåòñÿ â v1 ïî ðåáðàì öåïè P ′′1 . Åñëè öèêë P3 íå ýéëåðîâ, òî ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ,
ïîëó÷èì åùå áîëüøèé öèêë è òàê äàëåå.
Ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ ïîñòðîåíèåì ýéëåðîâà öèêëà.

3.3.3 Àëãîðèòì Ôëåðè

. Ïóñòü äàí ñâÿçíûé ãðàô G, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû ÷åòíîé ñòåïåíè. Òîãäà ýéëåðîâ öèêë â ýòîì ãðàôå ìîæíî
ïîñòðîèòü, ïðèäåðæèâàÿñü ñëåäóþùèõ äâóõ ïðàâèë:

1. Íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû u, ïðèñâàèâàåì ïðîèçâîëüíîìó ðåáðó uv íîìåð 1. Çàòåì âû÷åðêèâàåì
ðåáðî uv è ïåðåõîäèì â âåðøèíó v.

2. Ïóñòü w - âåðøèíà, â êîòîðóþ ìû ïðèøëè â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùåãî øàãà, è k - íîìåð,
ïðèñâîåííûé íåêîòîðîìó ðåáðó íà ýòîì øàãå. Âûáèðàåì ëþáîå ðåáðî, èíöèäåíòíîå âåðøèíå w, ïðè÷åì
ìîñò2 âûáèðàåì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåò äðóãèõ âîçìîæíîñòåé; ïðèñâàèâàåì âûáðàííîìó ðåáðó
íîìåð k + 1 è âû÷åðêèâàåì åãî.

Òåîðåìà 3.3.4 (Àëãîðèòì Ôëåðè).

. Àëãîðèòì Ôëåðè ñòðîèò ýéëåðîâ öèêë

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Òàê êàê ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷åòíàÿ, òî àëãîðèòì ìîæåò çàêîí÷èòü ðàáîòó òîëüêî â òîé âåðøèíå, â
êîòîðîé íà÷àë. Ïîýòîìó îí ñòðîèò íåêîòîðûé öèêë, è íàäî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò öèêë âêëþ÷àåò âñå ðåáðà
ãðàôà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåðøèíû, ó êîòîðûõ åñòü íåïîìå÷åííûå èíöèäåíòíûå
ðåáðà. Èç ýòèõ âåðøèí âûáåðåì òó, êîòîðàÿ èíöèäåíòíà ðåáðó ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì. Òîãäà ýòî ðåáðî -
ìîñò. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ýòîò öèêë - ýéëåðîâ.

ÎÏÐ 3.3.5 (Ãàìèëüòîíîâ öèêë, ãàìèëüòîíîâ ãðàô).
Ïðîñòîé öèêë íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè îí ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Òåîðåìà 3.3.6 (Äèðàêà).

. Åñëè ãðàô G òàêîé, ÷òî n = ‖V (G)‖ > 3 è ∀v ∈ V (G) deg v > n
2 , òî G - ãàìèëüòîíîâ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Çàìåòèì, ÷òî ãðàô G - ñâÿçíûé. Åñëè ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, êîëè÷åñòâî
âåðøèí â êîòîðîé íå ïðåâûøàåò n

2 . Òîãäà â ýòîé êîìïîíåíòå íåò âåðøèí ñòåïåíè áîëüøåé ÷åì n
2 − 1.

Ïðîòèâîðå÷èå.
2ðåáðî ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìîñòîì, åñëè åãî óäàëåíèå èç ãðàôà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
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◦ Ïóñòü P = 1, 2, . . . , m - ñàìàÿ äëèííàÿ öåïü â ãðàôå G (öåïü ìàêñèìàëüíîé äëèíû).
Ïîñêîëüêó P ìàêñèìàëüíîé äëèíû, òî N(x1)3⊂ V (P ), N(x2) ⊂ V (P ), . . . N(xm) ⊂ V (P ).
Ðàññìîòðèì ïàðû:

(x1, x2)
(x2, x3)
· · ·

(xm−1, xm)





(m− 1)ïàðà âåðøèí.

Âåðøèí, ñìåæíûõ ñ x1, áîëüøå n
2 ; âåðøèí, ñìåæíûõ ñ xm áîëüøå n

2 . Ïàð ìåíüøå n, çíà÷èò ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà ïàðà xi, xi+1 òàêàÿ, ÷òî:
(xi, xm) ∈ E(G);
(x1, xi+1) ∈ E(G).
Òîãäà: x1, . . . , xi, xm, xm−1, . . . , xi+1, x1 - ãàìèëüòîíîâ öèêë.
x1

xi xi+1
y

xj

xm

e

Äîêàæåì ýòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò öèêë íå ãàìèëüòîíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò âåðøèíû, òà-
êèå ÷òî îíè ñìåæíû ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé xj ∈ {x1, . . . , xm}. Óäàëÿåì ðåáðî öèêëà, èíöèäåíòíîå xj è
äîáàâëÿåì (y, xj). Ýòà öåïü äëèííåå P . Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 3.3.7 (Îðå).

. Ïóñòü äàí ãðàô G, òàêîé ÷òî n = ‖V (G)‖ > 3. Åñëè ∀v, u ∈ V (G) (v, u− íåñìåæíû) deg v + deg u > n, òî ãðàô
G - ãàìèëüòîíîâ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü ãðàô G íå ãàìèëüòîíîâ. Òîãäà ïîñòðîèì ãðàô G′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s

x1 xt

x1

v u

y z

Äîáàâëÿåì âåðøèíû x1, . . . , xt, è êàæäóþ äîáàâëåííóþ âåðøèíó ñîåäèíÿåì ñ êàæäîé âåðøèíîé èç V (G).
∃t G′ - ãàìèëüòîíîâ. Âûáåðåì ìèíèìàëüíîå òàêîå t.
Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâ öèêë: v, u, (v, x), (x, u), ãäå v è u - íåñìåæíû.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî íà ýòîì öèêëå: (y, z).
Åñëè ñóùåñòâóþò ðåáðà (v, z) è (u, y), òî ó íàñ ñóùåñòâóåò öèêë, íå ñîäåðæàùèé x.
Åñëè (u, y) ∈ E(G′) ⇒ (v, z) /∈ E(G′) ⇒ ‖V (G′)r ({v} ∪NG′(v))‖ > degG′u.
‖V (G′)r {v}‖ = ‖V (G′)r ({v} ∪NG′(v))‖+ degG′v > degG′u + degG′v = degGu + t + degGv + t > n + 2t.

|V (G′)| = n + t
n + t− 1 > n + 2t

∣∣∣∣ ⇒ t 6 −1 ⇒ G− ãàìèëüòîíîâ.

3N(x) - îêðóæåíèå x
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3.4 Äåðåâüÿ

3.4.1 Îïðåäåëåíèå
ÎÏÐ 3.4.1.1 (Äåðåâî).

Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ.
Ëþáîé ãðàô áåç öèêëîâ íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì (èëè ëåñîì). Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòàìè ëåñà ÿâëÿþòñÿ

äåðåâüÿ.

Òåîðåìà 3.4.1.2 (Õàðàêòåðèçàöèÿ äåðåâüåâ).

. Ïóñòü ãðàô G òàêîé ÷òî ‖V (G)‖ = n.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. G - äåðåâî;
2. ∀v, u ∈ V (G) v è u ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé öåïüþ;
3. G ñâÿçåí è èìååò n− 1 ðåáðî;
4. G èìååò n− 1 ðåáðî è íå èìååò öèêëîâ;
5. G íå èìååò öèêëîâ è äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ïðèâîäèò ê ãðàôó ñ îäíèì öèêëîì;
6. G 6= Kn ïðè n > 3, G - ñâÿçíûé è äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ïðèâîäèò ê ãðàôó ñ îäíèì öèêëîì.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

1⇒2 Ãðàô G - ñâÿçåí è, çíà÷èò, ∀v, u ñóùåñòâóåò (v, u)-öåïü. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîé öåïè.
Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå öåïè:
v = x1, x2, . . . , xs = u è
v = y1, y2, . . . , yt = u.

v

x (y )1 1

xi-1

(y )i-1

xj

u

xs

(y )t

( )ym

Ïóñòü i - ìèíèìàëüíûé íîìåð, ïðè êîòîðîì yi 6= xi, à
j = min{k > i xk ∈ {y1, . . . , yt}}. Ïðè ýòîì xk = ym.
Òîãäà xi−1, xi, . . . , xk = ym, ym−1, . . . , yi, yi−1, = xi−1 - öèêë.
Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò óñëîâèå 2 âûïîëíåíî.

2⇒3 G - ñâÿçåí. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. ÷òî G èìååò n− 1 ðåáðî.
Ïðè n = 1 è n = 2 - ýòî î÷åâèäíî.
Ïóñòü n > 2. Ðàññìîòðèì ðåáðî (v, u). Óäàëèì åãî èç ãðàôà. Â ïîëó÷åííîì ãðàôå âåðøèíû v è u íå
ñîåäèíåíû öåïüþ. Ãðàô G ñòàë íåñâÿçåí.
Òîãäà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
V ′ - ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ v öåïüþ;
V ′′ - ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ u öåïüþ.
Ñïðàâåäëèâî: V ′ ∪ V ′′ = V (G) è V ′ ∩ V ′′ = ∅.
|V ′| − 1 = |E′|, |V ′′| − 1 = |E′′|.
|E| = |E′|+ |E′′|+ 1 = |V ′| − 1 + |V ′′| − 1 + 1 = |V | − 1.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3⇒4 Ïóñòü G èìååò öèêë C è |C| = k.
∀v ∈ V (Gr C) ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ öåïü äî öèêëà C.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ðåáðî íà ýòîé öåïè îò v.
v 6= u ⇒ lv 6= lu.
|E(G)| > k + n− k = n.

4⇒1 G - íå èìååò öèêëîâ. Çíà÷èò G - ëåñ.
Ïóñòü îí èìååò k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè: G1, . . . , Gk.
|V (Gi)| − 1 = |E(Gi)| ⇒ |E(G)| = ∑ |E(Gi)| =

∑ |V (Gi)| − k = |V (G)| − k = n− k.
À ïî óñëîâèþ ýòî ðàâíî n− 1. Çíà÷èò â ëåñó îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè: k = 1.
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2⇒5 Î÷åâèäíî.
5⇒6 Î÷åâèäíî.
6⇒1 Î÷åâèäíî.

3.4.2 Êîäèðîâàíèå äåðåâüåâ
Ëåììà 3.4.2.1 (Î âèñÿ÷èõ âåðøèíàõ äåðåâà).

. Â ëþáîì äåðåâå ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ âèñÿ÷èõ4 âåðøèí.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ ‖E(G)‖ = ‖V (G)‖ − 1∑
v∈V

deg v = 2‖E(G)‖ = 2‖V (G)‖ − 2

Òî åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû ñî ñìåæíîñòüþ 1.

3.4.2.2 Êîä Ïðþôåðà

. Ïóñòü T = (V,E) - äåðåâî, V = {1, 2, . . . , n}.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (a1, a2, . . . , an−1) íàçûâàåòñÿ êîäîì Ïðþôåðà, åñëè îíà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1. Âûáèðàåì èç âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí âåðøèíó ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì;
2. Çàïèñûâàåì íîìåð ñîñåäà ýòîé âåðøèíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a;
3. Óäàëÿåì ýòó âåðøèíó è, åñëè â äåðåâå áîëåå 1 âåðøèíû, ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

Çàìå÷àíèå 3.4.2.2.1 (Î êîäå Ïðþôåðà).

. Åñëè a = (a1, a2, . . . , an−1) - êîä Ïðþôåðà, òî:

1. ∀i ai ∈ {1, 2, . . . , n};
2. an−1 = n.

Òåîðåìà 3.4.2.3 (Î êîäå Ïðþôåðà).

. Ïóñòü
a = (a1, a2, . . . , an−1) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì êîäà Ïðþôåðà:

1. ∀i ai ∈ {1, 2, . . . , n};
2. an−1 = n.

. Òîãäà
Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîìå÷åííîå äåðåâî T = ({1, 2, . . . , n}, E) òàêîå ÷òî a - êîä Ïðþôåðà äåðåâà T .

. Äîêàçàòåëüñòâî.

I Åäèíñòâåííîñòü.
Ïóñòü T - ïîìå÷åííîå äåðåâî ñ âåðøèíàìè {1, . . . , n} è a = (a1, . . . , an−1) - êîä ïðþôåðà ýòîãî äåðåâà.
Îáîçíà÷èì bi - íîìåð âåðøèíû, êîòîðóþ ìû óäàëèëè íà i-îì øàãå ïîñòðîåíèÿ êîäà ïðþôåðà.
bi /∈ {b1, . . . , bi−1, ai} - íå áûëà óäàëåíà ðàíüøå è íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñîñåäîì.
bi /∈ {ai+1, . . . , an−1} - ýòè âåðøèíû íå óäàëÿþòñÿ íà i-îì øàãå.

4Âèñÿ÷åé íàçûâàåòñÿ âåðøèíà äåðåâà ñî ñìåæíîñòüþ 1
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Îáðàòíî: åñëè k /∈ {b1, . . . , bi−1, ai, . . . , an−1}, òî k - âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â äåðåâå T r {b1, . . . , bi−1}. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè k - íå âèñÿ÷àÿ â T r {b1, . . . , bi−1}, òî k 6= bi è ∃q > i k = aq, íî ýòî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò k -
âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â äåðåâå T r {b1, . . . , bi−1}.
Ïî îïðåäåëåíèþ êîäà ïðþôåðà bi - ìèíèìàëüíàÿ èç âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí â Tr{b1, . . . , bi−1}, ñëåäîâàòåëüíî:

bi = min{k /∈ {b1, . . . , bi−1, ai, ai+1, . . . , an−1}} (∗)

Òî åñòü, ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a1, . . . , an−1) åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ âåêòîð b =
(b1, . . . , bn−1).
Òàê êàê ðåáðà äåðåâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê (ai, bi) ∈ E(T ), òî äåðåâî T ñ êîäîì ïðèôåðà a = (a1, . . . , an)
åäèíñòâåííî.

II Ñóùåñòâîâàíèå.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (a1, . . . , an−1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû.
Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äåðåâî ñ òàêèì êîäîì ïðþôåðà.
Ïîñòðîèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b(b1, . . . , bn−1), ãäå bi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (*).
Îïðåäåëèì äåðåâî T : E(T ) = {(ai, bi), i = 1, . . . , n}. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå äåðåâî èñêîìîå.
Ïóñòü Ti = T r {b1, . . . , bi−1}.
Íàäî ïîêàçàòü:
1. T - äåðåâî (bi - âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â Ti);
2. êîä ïðþôåðà äåðåâà T = a (ëþáàÿ äðóãàÿ âåðøèíà â Ti èìååò íîìåð áîëüøèé, ÷åì bi).
1. Òàê êàê bi îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (*), òî: bi /∈ {ai, . . . , an−1} ⇒ ai /∈ {b1, . . . , bi−1} ⇒ ai ∈ V (Ti).

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ, (ai, bi) ∈ E(T ), òî bi ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç V (Ti).
Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî òîëüêî ñ ai.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ V (Ti) òàêàÿ, ÷òî x 6= ai è (x, bi) ∈ E(T ).
Òàê êàê âñå ðåáðà èìåþò âèä: (aj , bj), òî ñóùåñòâóåò j > i òàêîå, ÷òî (x, bi) = (aj , bj).
Ïî ôîðìóëå (*) âñå bj äëÿ j = 1, . . . , n−1 ðàçëè÷íû ⇒ bi 6= bj (ïðîòèâîðå÷èå ñî ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ
âåðøèíû b)⇒ bi = aj è x = bj ⇒ x = ai ⇒ bi - ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà
âåðøèí V (Ti) ⇒ bi - âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â V (Ti) ⇒ Ti - äåðåâî ⇒ T - äåðåâî.

2. Ïóñòü k - âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â Ti.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k < bi, ãäå bi = min{k ∈ {b1, . . . , bi−1, ai, . . . , an−1}}.
Òàê êàê ìû íå âûáðàëè k â êà÷åñòâå bi, òî:
(a) k ∈ {b1, . . . , bi−1};
(b) k ∈ {ai, an−1}.
Ñëó÷àé 1 íåâîçìîæåí, òàê êàê {b1, . . . , bi−1}∩V (Ti) = ∅ ⇒ Âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé 2 ⇒ ∃j > i k =
aj .
bi - âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â Tj è ñìåæíà ñ aj ; aj = k - âèñÿ÷àÿ âåðøèíà â Ti è i < j ⇒ aj = k - âèñÿ÷àÿ
âåðøèíà â Tj ⇒ â Ti ðîâíî äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû (aj , bj) è ýòè âåðøèíû ñìåæíû ⇒ j = n−1 è aj = k
⇒ aj = n ⇒ n = k.
Íî k < bi 6 n ïî âûáîðó k ⇒ ïðîòèâîðå÷èå ⇒ âñå âèñÿ÷èå âåðøèíû èìåþò íîìåðà íå ìåíüøèå ÷åì
bi.

Òåîðåìà 3.4.2.4 (Êýëè).

. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà ìíîæåñòâå âåðøèí {1, 2, . . . , n} ðàâíî nn−2.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Êàæäîìó äåðåâó âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñòàâèòüñÿ êîä Ïðþôåðà: a = (a1, a2, . . . , an−1) = (a1, . . . , an−2︸ ︷︷ ︸
∈{1,2,...,n}

, n)

Âñåãî ðàçëè÷íûõ êîäîâ Ïðþôåðà nn−2 ⇒ êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ nn−2.
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3.4.2.5 Âîññòàíîâëåíèå äåðåâà ïî êîäó Ïðþôåðà

. a = (a1, a2, . . . , an−1) - êîä Ïðþôåðà.
Ñîñòàâèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b ïî ïðàâèëó: bi = min{k /∈ {b1, . . . , bi−1, ai, . . . , an−1}}.
Òîãäà äåðåâî T = (V, E), ãäå V = {1, 2, . . . , n} è E = {(ai, bi), i = 1, 2, . . . , n− 1} áóäåò íóæíûì íàì äåðåâîì.

ÎÏÐ 3.4.2.6 (Ïëîñêîå êîðíåâîå äåðåâî).
Ïëîñêîå êîðíåâîå äåðåâî - ýòî äåðåâî, ó êîòîðîãî âûäåëåíà îäíà âåðøèíà - êîðåíü, è íåïîñðåäñòâåííûå ïîòîìêè

ëþáîé âåðøèíû íåêîòîðûì îáðàçîì çàíóìåðîâàíû.
root

1 2

1
2 3

3.4.2.7 Êîäèðîâàíèå ïëîñêèõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ

. Ïóñòü T - ïëîñêîå êîðíåâîå äåðåâî.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå T → a = (a1, . . . , a2n), ãäå ai ∈ {−1, 1}.
Íà÷èíàåì îáõîä ñ êîðíÿ äåðåâà è äâèæåìñÿ â êðàéíåì ëåâîì íàïðàâëåíèè. Åñëè ïåðåìåùàåìñÿ â íàïðàâëåíèè
ïðåäîê - ïîòîìîê, òî çàïèñûâàåì 1, åñëè â íàïðàâëåíèè ïîòîìîê - ïðåäîê, òî -1.
Â êîäå a ∀i = 1, . . . , 2n a1 + . . . + ai > 0.

(1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, -1)

Òåîðåìà 3.4.2.8 (Î êîäèðîâàíèè ïëîñêèõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ).

. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (a1, . . . , a2n) ÿâëÿåòñÿ êîäîì íåêîòîðîãî ïëîñêîãî êîðíåâîãî äåðåâà ⇔
∀i(i = 1, . . . , 2n) a1 + . . . + ai > 0.
Êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ - ýòî êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Cn - êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ = êîëè÷åñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 2n,
ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ±1, ñ íåîòðèöàòåëüíûìè íà÷àëüíûìè ñóììàìè.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ T - ïëîñêîå êîðíåâîå äåðåâî.
C(T ) - êîä ýòîãî äåðåâà.
C(T ) = (a1, . . . , a2n), ãäå n - êîëè÷åñòâî ðåáåð äåðåâà T .
k∑

i=1

ai > 0 ∀k = 1, . . . , 2n.

Îáîçíà÷èì çà Cn - êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ.
Cn = Vn − Un, ãäå:
Vn - êîëè÷åñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 1 è -1 äëèíû 2n;

Un - êîëè÷åñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 1 è -1 äëèíû 2n, äëÿ êîòîðûõ ∃k
k∑

i=1

ai < 0.

◦ Vn = Cn
2n, òàê êàê ó íàñ êîëè÷åñòâî 1 ðàâíî êîëè÷åñòâó -1 (ñì. 1.1.8).

◦ Ïîäñ÷èòàåì Un.

Èìååì: ∃k
k∑

i=1

ai < 0. Âûáåðåì k íàèìåíüøåå, äëÿ êîòîðîãî ýòî âåðíî. Òîãäà
k∑

i=1

ai = −1.

a 7→ b = (b1, . . . , b2n)

bi =
{ −ai, i 6k;

ai, i > k.

Òîãäà b - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 2n, ñîñòàâëåííàÿ èç 1 è -1. Ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n+1) ýëåìåíò,
ðàâíûé 1 è (n− 1) ýëåìåíò ðàâíûé -1 (ïî ïîñòðîåíèþ).
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◦ Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ (n + 1) ýëåìåíòîâ 1 è (n− 1) ýëåìåíòîâ -1;
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ n 1 è n -1.

Ýòè äâà òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè.
Îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 ïåðåõîä ïîêàçàí.
Ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî âòîðîé.
Âûáèðàåì íàèìåíüøèé íà÷àëüíûé îòðåçîê ñ ïîëîæèòåëüíîé ñóììîé è çàìåíÿåì â íåì 1 íà -1 è -1 íà 1.
Òàêèì îáðàçîì Un ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ (n + 1) 1 è (n− 1) -1 ⇒ Un = Cn−1

2n .
◦ Cn = Vn − Un = Cn

2n − Cn−1
2n = 1

n+1Cn
2n ≈ 22n√

2n

3.4.3 Íåïîíÿòíî êàêàÿ òåìà
ÎÏÐ 3.4.3.1 (Ýêöåíòðèñèòåò, äèàìåòð, ðàäèóñ).

Ïóñòü äàíî ãðàô G = (V, E) è âûáðàíà âåðøèíà u ∈ V .
l(u) = max

v∈V
d(u, v) - ýêöåòðèñèòåò âåðøèíû v.

d(G) = max
u∈V

l(u) - äèàìåòð ãðàôà G.
r(G) = min

u∈V
l(u) - ðàäèóñ ãðàôà G.

ÎÏÐ 3.4.3.2 (Öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà, öåíòð ãðàôà).
Âåðøèíà v ∈ V íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé âåðøèíîé, åñëè l(v) = r(G).
Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A ⊆ V íàçûâàåòñÿ öåòðîì ãðàôà G, åñëè ∀v ∈ A v - öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà.

Òåîðåìà 3.4.3.3 (Öåíòð äåðåâà).

. Öåíòð äåðåâà ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû èëè äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí.
(Â ëåêöèÿõ äîêàçàòåëüñòâî ïðî ãðàô. ???)

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü T - äåðåâî.
B - ìíîæåñòâî âñåõ âèñÿ÷èõ âåðøèí èç T .
∀v ∈ V (T )rB lT (v) = lTrB(v) + 1.

◦ T r B - îïÿòü äåðåâî. Öåíòð äåðåâà T è öåíòð äåðåâà T r B ñîâïàäàþò. Ïîñëå íåñêîëüêèõ ïðîöåäóð
âûáðàñûâàíèÿ âèñÿ÷èõ âåðøèí ïðèäåì ê îäíîìó èç äâóõ ãðàôîâ:
1. O1 - ãðàô, ñîñòîÿùèé èç îäíîé âåðøèíû;
2. K2 - ãðàô, ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåðøèí è îäíîãî ðåáðà.

◦ Çíà÷èò â äåðåâå T öåíòð ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ âåðøèí.

3.4.4 Îñòîâ ãðàôà
ÎÏÐ 3.4.4.1 (Îñòîâ).

Ïóñòü G = (V, E) è H - ïîäãðàô G.
Òîãäà H - îñòàâíûé ïîäãðàô, åñëè V (H) = V (G).
H - îñòîâ, G, åñëè H - îñòàâíûé ïîäãðàô è íà ëþáîé îáëàñòè ñâÿçíîñòè ãðàôà G îí èíäóöèðóåò äåðåâî.

Òåîðåìà 3.4.4.2 (Î ïîëó÷åíèè îñòîâà).

. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîòîðûå íàäî óäàëèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü îñòîâ, ðàâíî |E(G)| − |V (G)| + K(G), ãäå K(G) -
êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ãðàôà G.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
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◦ Ïóñòü ãðàô ðàçáèò íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè G = G1 ∪ G2 ∪ . . . ∪ Gl. Òîãäà â êàæäîé êîìïîíåíòå íàäî
óäàëèòü ïî |E(Gi)| − |V (Gi)|+ 1 ðåáðî.
Çíà÷èò äëÿ âñåãî ãðàôà G áåðåì ñóììó ïî âñåì êîìïîíåíòàì è ïîëó÷àåì |E(G)| − |V (G)|+ K(G).

Òåîðåìà 3.4.4.3 (Ñâîéñòâà îñòîâîâ).

. Ïóñòü G = (V, E) è T, S - åãî îñòîâû.
Òîãäà ∀l1 ∈ E(T ) ∃l2 ∈ E(S) T r {l1} ∪ {l2} − îñòîâ.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Â ãðàôå T r {l1} óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ⇒ ñóùåñòâóåò ðåáðî l2 ∈ S, ñîåäèíÿþùåå
ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ⇒ T r {l1} ∪ {l2} - ñíîâà îñòîâ.

3.5 Íåçàâèñèìîñòü è ïîêðûòèÿ

3.5.1 Îáùèå ïîíÿòèÿ
Â ýòîò ðàçäåëå ñ÷èòàåì, ÷òî G = (V, E)

ÎÏÐ 3.5.1.1 (Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî).
Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ V (G) ∀a, b ∈ A (a, b) /∈ E(G) íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.
Íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêî-

òîðîãî äðóãîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.
Íàèáîëüøåå ïî ìîùíîñòè íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.
×èñëî âåðøèí â íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè ýòîãî ãðàôà

è îáîçíà÷àåòñÿ α0(G).

Ïðèìåð 3.5.1.2 (Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî).

.

1 2 3

4

5

6

7 8

{4, 3} - íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî;
{3, 5} - ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî;
{1, 2, 3, 7} - íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî;
α0(G) = 4

ÎÏÐ 3.5.1.3 (Ïàðîñî÷åòàíèÿ).
Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì:
F ⊂ E(G) ∀e1, e2 ∈ F e1, e2 - íåñìåæíû.
Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèòñÿ â ïàðîñî÷åòàíèè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðåáåð,

è íàèáîëüøèì, åñëè ÷èñëî ðåáåð â íåì íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé ãðàôà.
×èñëî ðåáåð â íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ïàðîñî÷åòàíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

α1(G).
Ïðèìåð:
{(1, 4), (7, 8), (5, 6)} - ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå;
{(1, 4), (7, 8), (2, 5), (3, 6)} - íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå.
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ÎÏÐ 3.5.1.4 (Âåðøèííîå ïîêðûòèå).
Âåðøèííûì ïîêðûòèåì íàçûâàåòñÿ ïîäíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí A ⊂ V (G) äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ∀e ∈

E(G) ∃a ∈ A e èíöèäåíòíî a.
Ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå - âåðøèííîå ïîêðûòèå, íå ñîäåðæàùèå íèêàêîå äðóãîå âåðøèííîå ïîêðûòèå.
Íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå - âåðøèííîå ïîêðûòèå íàèìåíüøåé ìîùíîñòè.
Ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ β0(G).
Ïðèìåð:
{1, 2, 3, 5, 7} - ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå;
{4, 5, 6, 7} - íàèìåíüøåå âåðøèííîå ïîêðûòèå.

ÎÏÐ 3.5.1.5 (Ðåáåðíîå ïîêðûòèå).
Ðåáåðíûì ïîêðûòèåì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ðåáåð F ⊂ E(G) äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ∀v ∈

V (G) ∃e ∈ F v èíöèäåíòíî e.
Ìèíèìàëüíîå ðåáåðíîå ïîêðûòèå - ðåáåðíîå ïîêðûòèå, íå ñîäåðæàùèå íèêàêîå äðóãîå ðåáåðíîå ïîêðûòèå.
Íàèìåíüøåå ðåáåðíîå ïîêðûòèå - ðåáåðíîå ïîêðûòèå íàèìåíüøåé ìîùíîñòè.
Ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî ðåáåðíîãî ïîêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðåáåðíîãî ïîêðûòèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ β1(G).
Ïðèìåð:
{(1, 4), (7, 8), (1, 5), (2, 6), (3, 6)} - ìèíèìàëüíîå ðåáåðíîå ïîêðûòèå;
{(1, 4), (2, 5), (3, 6), (7, 8)} - íàèìåíüøåå ðåáåðíîå ïîêðûòèå.

ÎÏÐ 3.5.1.6 (Ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå).
Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì.

Òåîðåìà 3.5.1.7 (1. α0(G) + β0(G) = |V (G)|).
. Ïóñòü G = (V, E). Òîãäà:

1. ∀A ⊂ V (G) A− âåðøèííîå ïîêðûòèå ⇔ V rA− íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
2. α0(G) + β0(G) = |V (G)|

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Óïðàæíåíèå.

Òåîðåìà 3.5.1.8 (2. α1(G) + β1(G) = |V (G)|).
. Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Òîãäà α1(G) + β1(G) = |V (G)|.
. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïîëîæèì n = |V (G)|, α1 = α1(G), β1 = β1(G) è äîêàæåì äâà íåðàâåíñòâà

α1 + β1 ≤ n,

α1 + β1 ≥ n,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ è îçíà÷àåò ãàðàíòèðóåìîå òåîðåìîé ðàâåíñòâî.
◦ Ïóñòü M - íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî V ′ âñåõ âåðøèí ýòîãî ãðàôà,

íå ïîêðûâàåìûõ ðåáðàìè èç M . Î÷åâèäíî, ÷òî ëèáî V ′ - íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ëèáî V ′ = ∅,
èíà÷å ïàðîñî÷åòàíèå M íå áûëî áû íàèáîëüøèì. Êðîìå òîãî, |V ′| = n − 2α1. Ïðè V ′ 6= ∅ äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v ∈ V ′ âûáåðåì â ãðàôå G ðåáðî, åé èíöèäåíòíîå. Ìíîæåñòâî âûáðàííûõ ðåáåð îáîçíà÷èì E′.
Ïðè V ′ = ∅ ïîëîæèì E′ = ∅. Ïîñêîëüêó â ãðàôå G íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è ìíîæåñòâî V ′ íåçàâèñèìî,
òî |E′| = |V ′| = n− 2α1. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî E′ ∪M ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì ïîêðûòèåì, ñëåäîâàòåëüíî,

β1 ≤ |E′ ∪M | = |E′|+ |M | = (n− 2α1) + α1 = n− α1.

◦ Ïóñòü P - íàèìåíüøåå ðåáåðíîå ïîêðûòèå ãðàôà G. Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′ = G(P ), ïîðîæäåííûé ðåáðàìè
ïîêðûòèÿ P . Ïîñêîëüêó P ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïîêðûòèåì, òî â ãðàôå G′ âñÿêîå ðåáðî èíöèäåíòíî
âåðøèíå ñòåïåíè 1, ò.å. êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà G′ ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé. Ïóñòü t - ÷èñëî ýòèõ çâåçä
è ki - ÷èñëî ðåáåð â i-é êîìïîíåíòå. Âûáðàâ â êàæäîé êîìïîíåíòå ïî îäíîìó ðåáðó, ïîëó÷èì íåêîòîðîå
ïàðîñî÷åòàíèå P ′ ìîùíîñòè t. Ñëåäîâàòåëüíî, t ≤ α1. Ïîñêîëüêó â ãðàôå G′ íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí,
òî

n =
t∑

i=1

(ki + 1) =
t∑

i=1

ki + t = |P |+ t = β1 + t ≤ β1 + α1.
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ÎÏÐ 3.5.1.9 (×åðåäóþùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ öåïü).
Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) è M ïàðîñî÷åòàíèå â G.
Òîãäà íåêîòîðàÿ öåïü L íàçûâàåòñÿ ÷åðåäóþùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ öåïüþ, åñëè ðåáðà ýòîé öåïè

ïðèíàäëåæàò ïàðîñî÷åòàíèþ ÷åðåç îäíî.
ÎÏÐ 3.5.1.10 (Óâåëè÷èâàþùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ öåïü).

Öåïü L íàçûâàåòñÿ óâåëè÷èâàþùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ M öåïüþ, åñëè L - ÷åðåäóþùàÿñÿ è ïåðâîå è
ïîñëåäíåå åå ðåáðà íå ïðèíàäëåæàò M .
Çàìå÷àíèå 3.5.1.10.1 (Ïðî ÷åðåäóþùèåñÿ öåïè).

. Öåïü äëèíû 1 ñ÷èòàåòñÿ ÷åðåäóþùèéñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðîñî÷åòàíèÿ M .

Òåîðåìà 3.5.1.11 (Ïðî íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå).
. Ïàðîñî÷åòàíèå M â ãðàôå G ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ⇔ â G íåò óâåëè÷èâàþùèõñÿ îòíîñèòåëüíî M öåïåé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ Ïóñòü M - íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå.
Åñëè â G åñòü óâåëè÷èâàþùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî M öåïü, òî ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåå ïîñòðîèòü ïàðîñî÷åòàíèå
M ′ |M ′| = |M |+ 1. À ýòî íåâîçìîæíî.

⇐ Ïóñòü M - ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî íåò óâåëè÷èâàþùèõñÿ öåïåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M íå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå, òî åñòü ∃M ′ |M ′| > |M |.
Ðàññìîòðèì ãðàô G′, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì ðåáåð M ∪M ′ (M ∩M ′).
Â ëþáîì ïàðîñî÷åòàíèè ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû 1 ⇒ â G′ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû 6 2.
Çíà÷èò, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â G′ - ëèáî öèêëû (÷åòíîé äëèíû), ëèáî öåïè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷åðåäóþ-
ùèìèñÿ îòíîñèòåëüíî M è îòíîñèòåëüíî M ′. Òàê êàê |M ′| > |M |, òî ñóùåñòâóþò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â
G′, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ðåáåð èç M ′ áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ðåáåð èç M ⇒ ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùà-
ÿñÿ îòíîñèòåëüíî M öåïü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ óñëîâèåì ⇒ M - íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå.

3.5.2 Ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðàôàõ
ÎÏÐ 3.5.2.1 (Îêðóæåíèå ïîäìíîæåñòâà âåðøèí).

Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E). Âûáåðåì ïîäìíîæåñòâî âåðøèí A ⊂ V (G). Òîãäà îêðóæåíèåì ïîäìíîæåñòâà A â
ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

NG(A) = N(A) = {v ∈ V (G) ∃a ∈ A : (a, v) ∈ E(V )}rA.

Òåîðåìà 3.5.2.2 (Ñóùåñòâîâàíèå ïàðîñî÷åòàíèÿ, ïîêðûâàþùåãî X).
. Ïóñòü G = (X,Y, E) - äâóäîëüíûé ãðàô.

Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå X ⇔ ∀A ⊂ X |N(A)| ≥ |A|.
. Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐ Ïóñòü G = (X, Y, E) - äâóäîëüíûé ãðàô ñ |X| = m > 0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ òåîðåìû.
Ïðè m = 1 åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà èç X èíöèäåíòíà õîòÿ áû îäíîìó ðåáðó, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
ïàðîñî÷åòàíèåì.

◦ Ïóñòü m > 1 è òåîðåìà âåðíà äëÿ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ |X| < m. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ.
1. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A â X âåðíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî |A| < |NG(A)|. Âûáåðåì â G ïðîèçâîëüíîå

ðåáðî e = (x, y) ∈ E(G).
X ′ = X r {x},
Y ′ = Y r {y},
E′ = E r {âñå ðåáðà èíöèäåíòíûå x èëè y}.
Òîãäà â ãðàôå G′ = (X ′, Y ′, E′) áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû è |X ′| = m− 1.
Äëÿ ëþáîãî A′ ⊂ X ′ âûïîëíåíî |A′| < |NG(A′)|. Òàê êàê |Y ′| = |Y | − 1, òî |A′| ≤ |NG(A)′)|. Çíà÷èò
ïî èíäóêöèè â G′ ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå X ′. Îáúåäèíèâ åãî ñ ðåáðîì e, ïîëó÷èì
ïàðîñî÷åòàíèå â G, ïîêðûâàþùåå X.
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2. Â ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî A0, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî |A0| = |NG(A0)|.
Ïóñòü G′ è G′′ - ïîäãðàôû ãðàôà G, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâàìè âåðøèí A0 ∪NG(A0) è V (G)r (A0 ∪
NG(A0)) ñîîòâåòñòâåííî.

A0
N(A0)

X\A0

X Y

A

(a) Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′.
Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ A0 èìååì NG(A) = NG′(A), è, ñëåäîâàòåëüíî, |A| ≤ |NG′(A).
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â G′ ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå A0.

(b) Ðàññìîòðèì ïîäãðàô G′′.
Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X rA0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|A0|+ |A| = |A0 ∪A| ≤ |NG(A0 ∪A)| = |NG(A0)|+ |NG′′(A)|
è âåðíî ðàâåíñòâî |A0| = |NG(A0)|.
Ñëåäîâàòåëüíî, |A| ≤ |NG′′(A)| è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ â ãðàôå G′′ ñóùåñòâóåò ïà-
ðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå X r A0. Îáúåäèíÿÿ ýòî ïàðîñî÷åòàíèå ñ ïîñòðîåííûì âûøå, ïîëó÷èì
ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G, ïîêðûâàþùåå X.

Ñëåäñòâèå 3.5.2.3 (Ñóùåñòâîâàíèå ïàðîñî÷åòàíèÿ ìîùíîñòè t).

. Ïóñòü G = (X,Y, E) - äâóäîëüíûé ãðàô, t ≤ |X|.
Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå ìîùíîñòè t ⇔ ∀A ⊂ X |NG(A)| ≥ |A|+ t− |X|.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äîáàâèì ê ãðàôó G íîâûå âåðøèíû z1, . . . , z|X|−t ñëåäóþùèì îáðàçîì:
G′ = (X,Y ′, E′), ãäå
Y ′ = Y ∪ {z1, . . . , z|X|−t}
E′ = E ∪ {(zi, x) x ∈ X, i 1, . . . , |X| − t}.
Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå ìîùíîñòè t ⇔ â G′ ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå ïîêðûâàþùåå X ⇔
∀A ⊆ X |A| 6 |NG′(A)| = |NG(A)|+ |X| − t.

ÓÒÂ 3.5.2.4 (β0(G) ≥ α1(G)).

. β0(G) ≥ α1(G).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü P - ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G.
W - âåðøèííîå ïîêðûòèå. Â íåãî âõîäèò ïî îäíîé âåðøèíå èç ëþáîãî ðåáðà P è âîçìîæíî åùå íåêîòî-
ðûå âåðøèíû ãðàôà ⇒ |W| >|P| ⇒ ýòî âåðíî äëÿ íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ è íàèáîëüøåãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ ⇒ β0(G) > α1(G).
Åñëè G - äâóäîëüíûé ãðàô, òîãäà β0(G) = α1(G).
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3.5.3 Ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé
ÎÏÐ 3.5.3.1 (Ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé(ÑÐÏ)).

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâ S1, . . . , Sn. Òîãäà ÑÐÏ áóäåò íàçûâàòüñÿ ìíîæåñòâî X = {x1, . . . , xn}, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ∀xi, xj ∈ X xi 6= xj ïðè i 6= j;

2. ∀Si ∃xi xi ∈ Si.

ÎÏÐ 3.5.3.2 (Óñëîâèå Õîëëà).
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÑÐÏ.
Äëÿ ìíîæåñòâ S1, . . . , Sn ñóùåñòâóåò ÑÐÏ, åñëè ∀k = 1, . . . , n ∀i1, . . . , ik |Si1 ∪ . . . ∪ Sik

| > k.

Òåîðåìà 3.5.3.3 (Õîëëà).

. Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ S1, . . . , Sn ñóùåñòâóåò ÑÐÏ ⇔ âûïîëíåíî óñëîâèå Õîëëà.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô G = ({S1, . . . , Sn}, S, E), ãäå:

S =
n⋃

i=1

Si;

E = {(Si, bj) bj ∈ Si}.
ÑÐÏ äëÿ S1, . . . , Sn - ýòî ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ÑÐÏ ñóùåñòâóåò ⇔ ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå ⇔
∀k ∀i1, . . . , ik |N({Si1 , . . . , Sik

})| > k.
N({Si1 , . . . , Sik

}) = {bj ∃Si : bj ∈ Si}, òî åñòü |N({Si1 , . . . , Sik
})| > |Si1 ∪ . . . ∪ Sik

|.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÑÐÏ ⇔ âûïîëíåíî óñëîâèå Õîëëà ∀k = 1, . . . , n ∀i1, . . . , ik |Si1 ∪ . . . ∪ Sik

| > k

Ïðèìåð 3.5.3.4 (ÑÐÏ: áåñêîíå÷íûé ñëó÷àé).

. S0 = {1, 2, . . .} = N
S1 = {1}
S2 = {2}
...
Si = {i}
Ñóùåñòâóåò ëè ÑÐÏ äëÿ S0, S1, . . .?

Òåîðåìà 3.5.3.5 (Õîëëà. Áåñêîíå÷íûé ñëó÷àé).

. Ïóñòü U = {Si i ∈ I}, ãäå ∀i ∈ I : Si - êîíå÷íî.
Òîãäà äëÿ U ñóùåñòâóåò ÑÐÏ ⇔ âûïîëíåíî óñëîâèå Õîëëà, òî åñòü ∀i1, . . . , ik ∈ I : |Si1 ∪ . . . ∪ Sik

| > k.
Äàåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 3.5.3.6 (Êåíèãà î (0, 1)-ìàòðèöàõ).

. (0, 1)-ìàòðèöà � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ 0 è 1.
Ëèíèÿ � ñòðîêà èëè ñòîëáåö ìàòðèöû.
Ïóñòü A - (0, 1)-ìàòðèöà.
Òîãäà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíèé, ñîäåðæàùèõ âñå 1 ìàòðèöû A ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó 1, íè-
êàêèå äâå èõ êîòîðûõ íå ñòîÿò â îäíîé ëèíèè.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïóñòü m - ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíèé, ñîäåðæàùèõ âñå 1.
M - ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî 1, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ñòîÿò â îäíîé ëèíèè.
Íàäî ïîêàçàòü: m = M .
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◦ M 6 m. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ m è M .
◦ Ïóñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíèé, ñîäåðæàùèõ âñå 1 ìàòðèöû, ñîñòîèò èç r ñòðîê è s ñòîëáöîâ. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïåðâûå ñòðîêè è ïåðâûå ñòîëáöû ìàòðèöû (èíà÷å ïåðåñòà-
âèì).
∀i = 1, . . . , r Ri = {j > s aij = 1}.
R = {R1, . . . , Rr}.
Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ R ñóùåñòâóåò ÑÐÏ.
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ R1, . . . , Rr âûïîëíåíî óñëîâèå Õîëëà. Òàê êàê åñëè êàêèå-ëèáî k èç ýòèõ ìíîæåñòâ
ñîäåðæàò íå áîëåå k − 1 ýëåìåíòîâ, òî ñóùåñòâóþùèå k ñòðîê ìîæíî çàìåíèòü k − 1 ñòîëáöîì, ÷òîáû âñå
åäèíèöû ñîäåðæàëèñü â íîâîì íàáîðå ñòðîê è ñòîëáöîâ. Íî m � ìèíèìàëüíîå, ïîýòîìó ýòî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò ïî òåîðåìå Õîëëà, R1, . . . , Rr èìåþò r ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé. Òî åñòü òàêèõ åäèíèö, ÷òî íèêà-
êèå äâå íå ëåæàò íà îäíîé è òîé æå ëèíèè.
Àíàëîãè÷íî âûáèðàåì s åäèíèö â ïåðâûõ s ñòîëáöàõ èç êîòîðûõ íèêàêèå äâå íå ëåæàò íà îäíîé ëèíèè è
íå ëåæàò â ïåðâûõ r ñòðîêàõ.
Òàêîì îáðàçîì, ìû íàøëè m = s + r åäèíèö, ñ òåì óñëîâèåì, ÷òî íèêàêèå äâå èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé
ëèíèè ⇒ M > m.
Çíà÷èò, M = m.

3.5.3.7 Àëãîðèòì ïîèñêà ÑÐÏ

. 1. Íàçíà÷àåì ïðåäñòàâèòåëåé:
S1 : a1

S2 : a2 ∈ S2 r {a1}
. . .

Sn : an.
Òîãäà a1, . . . , an áóäåò ÑÐÏ.

2. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ìû íå ìîæåì âûáðàòü ai.
S1 : a1

S2 : a2 ∈ S2 r {a1}
. . .

Sr−1 : ar−1

Sr ⊆ {a1, . . . , ar−1} è ìû íå ìîæåì âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëÿ.
Sr = {b1, . . . , bt}
T1 = {b1, . . . , bt}
T2 = T1 ∪ (S(b1)r T1), ãäå S(b) � ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ b.
Ti+1 = Ti ∪ (S(bi)r Ti)
. . .

Ñòðîèì òàáëèöó:
T1 T2 T3

Sr S(b1) S(b2) . . . S(bus) . . . S(bus−1) . . . S(bu2) . . . S(bu1)
b1, . . . , bt b1 b2 . . . bus . . . bus−1 . . . bu1 . . . bu1

bus b1 b2 . . . bus−1 . . . bus−2 . . . bu1 . . . bu ∈ S(bu1)
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
(a) Â ñïèñîê âêëþ÷åíû âñå ýëåìåíòû S1, . . . , Sr−1 è íåò ýëåìåíòà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ⇒ â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ Sr, S(b1), . . . , S(bk) ñîäåðæèòñÿ ìåíåå ÷åì k + 1
ýëåìåíò ⇒ íå âûïîëíåíî óñëîâèå Õîëëà ⇒ ÑÐÏ íå ñóùåñòâóåò.

(b) bu1 ∈ S(bu1)
bu2 ∈ S(bu2)
. . .
bus−1 ∈ S(bus−1)
bus ∈ T1 = Sr.
Òîãäà ïåðåîïðåäåëÿåì ïðåäñòàâèòåëåé:
bui � ïðåäñòàâèòåëü S(bui+1) è bus � ïðåäñòàâèòåëü Sr.
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Ñëåäñòâèå 3.5.3.8 (Î ÑÐÏ).

. Ïóñòü äëÿ U = (S1, . . . , Sn) ñóùåñòâóåò ÑÐÏ è äëÿ (S1, . . . , Sr) ÑÐÏ ÿâëÿåòñÿ (a1, . . . , ar).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ÑÐÏ äëÿ U , ñîäåðæàùàÿ a1, . . . , ar, âîçìîæíî íå â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ìíîæåñòâ S1, . . . , Sn

ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 3.5.3.9 (Îá îáùèõ ïðåäñòàâèòåëÿõ).

. S = A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An = B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bn è
∀k = 1, . . . , n ∀i1, . . . , ik ∀ ìíîæåñòâ èç {A1, . . . , An} íå ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ìåíåå ÷åì k ìíîæåñòâ èç
ñèñòåìû {B1, . . . , Bn}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îáùèõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ {Ai, i = 1, . . . , n} è {Bi, i = 1, . . . , n}.
Òî åñòü ∃x1, . . . , xn {x1, . . . , xn} � ÑÐÏ äëÿ {Ai} è ÑÐÏ äëÿ {Bi}.
Äîêàçàòåëüñòâî óïðàæíåíèå.

3.6 Ñâÿçíîñòü ãðàôîâ
Ïóñòü G = (V, E). Òîãäà:

ÎÏÐ 3.6.1 (×èñëî âåðøèííîé ñâÿçàííîñòè G).
æ(G) - ÷èñëî âåðøèííîé ñâÿçíîñòè ãðàôà G: ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí èç V (G), ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ

ãðàô G ñòàíîâèòüñÿ íåñâÿçíûì.

ÎÏÐ 3.6.2 (×èñëî ðåáåðíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà G).
λ(G) - ÷èñëî ðåáåðíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà G: ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð èç E(G), ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ ãðàô

G ñòàíîâèòüñÿ íåñâÿçíûì.

ÎÏÐ 3.6.3 (Òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ).
Âåðøèíà v ∈ V (G) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè ïðè åå óäàëåíèè èç ãðàôà óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

ÎÏÐ 3.6.4 (Ìîñò).
Ðåáðî e ∈ E(G) íàçûâàåòñÿ ìîñòîì, åñëè ïðè åãî óäàëåíèè èç ãðàôà óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ãðàôà

G.

ÎÏÐ 3.6.5 (Áëîê).
Ïóñòü {v1, . . . , vk} - âñå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G.
G′ = Gr {v1, . . . , vk}.
Òîãäà áëîêîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè G′, â êîòîðóþ äîáàâëåíèÿ ñìåæíûå åé òî÷êè ñî÷ëå-

íåíèÿ âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè ðåáðàìè, èäóùèìè â âåðøèíû ýòîé êîìïîíåíòû.

ÓÒÂ 3.6.6 (λ(G) 6 δ(G)).

. λ(G) 6 δ(G), ãäå δ(G) = min
v∈V (G)

deg v

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Óäàëåíèå âñåõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, âåäåò ê ïîÿâëåíèþ èçîëèðîâàííîé âåð-
øèíû. Òî åñòü ê íåñâÿçàííîìó ãðàôó è óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Çíà÷èò λ(G) 6 δ(G).

Òåîðåìà 3.6.7 (Î ñîîòíîøåíèè ÷èñåë ñâÿçíîñòè æ(G) 6 λ(G) 6 δ(G)).

. æ(G) 6 λ(G) 6 δ(G)

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ G - íåñâÿçíûé ⇒ æ(G) = λ(G) = 0.
◦ G èìååò ìîñò ⇒ æ(G) = λ(G) = 1.
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◦ Ïóñòü G ñâÿçíûé è áåç ìîñòà.
E1 ⊆ E(G) |E1| = λ(G) è óäàëåíèå E1 èç G íàðóøàåò ñâÿçíîñòü G.
E2 ⊆ E1 |E2| = λ(G)− 1.
Òîãäà Gr E2 - ñâÿçíûé ãðàô ñ ìîñòîì (u, v).
∀ ðåáðà e ∈ E2 ñîïîñòàâèì îäíó èç åãî âåðøèí òàê, ÷òîáû v(e) 6= u, v (òî åñòü âåðøèíà íå ïðèíàäëåæàëà
ìîñòó) è ïîñòðîèì ìíîæåñòâî V2 = {v(e) e ∈ E2}.
Ðàññìîòðèì ãðàô Gr V2, ãäå |V2| = λ(G)− 1.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1. Gr V2 - íåñâÿçíûé ⇒ æ(G) 6 |V2| = λ(G)− 1 ⇒ æ(G) < λ(G).
2. G r V2 - ñâÿçåí ⇒ (u, v) - ìîñò â G r V2 ⇒ ïîñëå óäàëåíèÿ u èëè v ïîëó÷èì íåñâÿçíûé ãðàô ⇒

æ(G) 6 |V2|+ 1 = λ(G).

ÎÏÐ 3.6.8 (k-ñâÿçíûé ãðàô).
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ k-ñâÿçíûì, åñëè æ(G) > k.

ÎÏÐ 3.6.9 (Ðåáåðíî k-ñâÿçíûé ãðàô).
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ðåáåðíî k-ñâÿçíûì, åñëè λ(G) > k.

ÎÏÐ 3.6.10 (k-ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà).
k-ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé ïî âêëþ÷åíèþ k-ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G.
Áëîê - 2-ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàôà.

ÎÏÐ 3.6.11 (Ãðàô áëîêîâ ãðàôà G).
Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E).
C = {c1, . . . , ck} - âñå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G.
B = {B1, . . . , Bl} - âñå áëîêè ãðàôà G.
Òîãäà äâóäîëüíûé ãðàô bc(G) = (C, B, E), ãäå E = {(ci, Bj) ci ∈ C,Bj ∈ B} íàçûâàåòñÿ ãðàôîì áëîêîâ äëÿ

ãðàôà G.
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B2

B5

B3

B4С1

С2 С3

С4

B1

B2

B5

B3

B4

С1

С2

С3

С4

Òåîðåìà 3.6.12 (Î ãðàôå áëîêîâ îäíîñâÿçíîãî ãðàôà).

. Ãðàô áëîêîâ îäíîñâÿçíîãî ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ bc(G) - ñâÿçåí. Ýòî ñëåäóåò èç ñâÿçíîñòè ãðàôà G.
◦ Â ãðàôå bc(G) íåò öèêëîâ.

Ïóñòü â bc(G) åñòü öèêë C. Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ öåïè â êàæäîì èç áëîêîâ öèêëà è ñîåäèíÿÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå òî÷êè ñî÷ëèíåíèÿ, ñòðîèì öèêë C ′ â G.
Ïóñòü u, v ∈ V (G) - ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Òàê êàê ñóùåñòâóåò öèêë C ′ â G, òî óäàëåíèå èç G ëþáîé òî÷êè
ñî÷ëèíåíèÿ, ëåæàùåé íà C ′, íå ðàçðûâàåò âñåõ ïóòåé èç u â v.
Òàê êàê ìû âûáèðàëè u, v ïðîèçâîëüíûå, òî ñâÿçíîñòü G íå íàðóøàåòñÿ. Âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðå-
äåëåíèåì òî÷êè ñî÷ëèíåíèÿ.

ÎÏÐ 3.6.13 (Íåïåðåñåêàþùèåñÿ (a, b)-öåïè).
Íåïåðåñåêàþùèìèñÿ (a, b)-öåïÿìè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî öåïåé ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé â a è êîíå÷íîé âåðøèíîé

â b, ïðè÷åì â ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèíàõ öåïè íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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ÎÏÐ 3.6.14 (Ìíîæåñòâî âåðøèí, ðàçäåëÿþùèõ a è b).
Ìíîæåñòâîì âåðøèí, ðàçäåëÿþùèõ a è b, íàçâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ïðè óäàëåíèè êîòîðîãî

èç ãðàôà âåðøèíû a è b îêàæóòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 3.6.15 (Ìåíãåðà).

. Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí, ðàçäåëÿþùèõ äâå íåñìåæíûå âåðøèíû a è b, ðàâíî íàèáîëüøåìó ÷èñëó ïî-
ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ (a, b)-öåïåé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a è b ðàçäåëÿþò k âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü íå áîëåå k íåïåðåñåêàþùèõñÿ (a, b)-
öåïåé.
Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî â G íåò ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ìåíåå k âåðøèí, ðàçäåëÿþùèõ a è b.
Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå k íåïåðåñåêàþùèõñÿ (a, b)-öåïåé.
Äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî k.

◦ k = 1. Î÷åâèäíî.
◦ Ïóñòü âåðíî äëÿ k. Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî äëÿ k + 1, òî åñòü â G íåò ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ìåíåå k + 1

âåðøèíû, ðàçäåëÿþùèõ a è b.
Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò k íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé p1, . . . , pk.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ a è ëåæàùèõ íà öåïÿõ P1, . . . , Pk. Ýòî ìíîæåñòâî íå ðàçäå-
ëÿåò âåðøèíû a è b ⇒ ñóùåñòâóåò (a, b)-öåïü P , ïåðâàÿ îò a âåðøèíà êîòîðîé íå ñîâïàäàåò ñ ïåðâûìè
âåðøèíàìè öåïåé P1, . . . , Pk.
Ðàññìîòðèì âåðøèíó v � ïåðâàÿ, ñ÷èòàÿ îò a, âåðøèíà öåïè P , ïðèíàäëåæàùàÿ âûáðàííûì öåïÿì.
Ïóñòü (a, v) � ïîäöåïü èç P . Îáîçíà÷èì åå Pk+1.
Âûáåðåì òàêóþ ñèñòåìó öåïåé P1, . . . , Pk+1. ÷òîáû ðàññòîÿíèå îò v äî b â ãðàôå Gr{a} áûëî ìèíèìàëüíûì.
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
1. v = b ⇒ P1, . . . , Pk+1 � èñêîìàÿ ñèñòåìà öåïåé.
2. v 6= b, òîãäà â ãðàôå Gr {v} âåðøèíû a è b íå ðàçäåëÿþòñÿ ìåíåå ÷åì k âåðøèíàìè.

Ïî èíäóêöèè ñóùåñòâóþò öåïè Q1, . . . , Qk � íåïåðåñåêàþùèåñÿ (a, b)-öåïè â Gr {v}.
Âûáåðåì èõ òàê, ÷òîáû L = E(G)r

k+1⋃
i=1

E(Pi) ñîäåðæàëî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð öåïåé Q1, . . . , Qk,
òî åñòü Q1, . . . , Qk ñîñòîÿò â îñíîâíîì èç ðåáåð P1, . . . , Pk+1.

Ðàññìîòðèì ãðàô H =
k⋃

i=1

Qi ∪ {v}.
Ïóñòü Pr � îäíà èç öåïåé P1, . . . , Pk+1, ó êîòîðîé ðåáðî, èíöèäåíòíîå âåðøèíå a, íå ïðèíàäëåæèò
E(H). ßñíî, ÷òî òàêàÿ öåïü ñðåäè P1, . . . , Pk+1 ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ÷èñëî èç ðàâíî k + 1, à öåïåé,
ñîñòàâëÿþùèõ H, âñåãî òîëüêî k.
Ïóñòü, äàëåå, x � ïåðâàÿ, ñ÷èòàÿ îò a, âåðøèíà Pr, âõîäÿùàÿ â V (H).
(a) x = b. Òîãäà Q1, . . . , Qk, Pr � èñêîìûå öåïè.
(b) x 6= b.

Åñëè x = v, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç R êðàò÷àéøóþ (v, b)-öåïü â Gr {a}. Ïóñòü z � ïåðâàÿ, ñ÷èòàÿ îò
v, âåðøèíà öåïè R, ëåæàùàÿ íà îäíîé èç Q1, . . . , Qk. Îáúåäèíèì öåïü Pr ñ (v, z)-ïîäöåïüþ öåïè R
è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ (a, z)-öåïü ÷åðåç Qk+1. Öåïè Q1, . . . ,Qk+1 îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
ðàññòîÿíèå â ãðàôå Gr {a} îò z äî b ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò v äî b, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
P1, . . . , Pk+1.
Ïîñëåäíèé âàðèàíò: x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé öåïè Qi(i = 1, . . . k). Â ýòîì ñëó÷àå (a, x)-ïîäöåïü
öåïè Qi èìååò ðåáðà èç L, èíà÷å áû äâå öåïè â {P1, . . . , Pk, Pk+1} ïåðåñåêàëèñü â âåðøèíàõ, îòëè÷-
íûõ îò a, b, v. Çàìåíèâ òåïåðü (a, x)-ïîäöåïü Qi íà (a, x)-ïîäöåïü Pr, ïîëó÷èì íåïåðåñåêàþùèåñÿ
(a, b)-öåïè â ãðàôå G r {v}, è ýòè öåïè áóäóò èñïîëüçîâàòü ìåíüøå ðåáåð èç L, ÷åì Q1, . . . , Qk.
Ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.6.16 (Óèòíè).

. Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ k-ñâÿçíûì ⇔ ëþáàÿ ïàðà íåñîâïàäàþùèõ âåðøèí èç G ñîåäèíÿåòñÿ íå ìåíåå ÷åì k ïðîñòûìè
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ öåïÿìè.

Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ãðàô G � k-ñâÿçíûé ⇔ ïðè óäàëåíèè ìåíåå ÷åì k âåðøèí îí îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ⇔ ëþáûå äâå íåñîâïàäà-
þùèå âåðøèíû a è b èç G ðàçäåëåíû íå ìåíåå ÷åì k âåðøèíàìè ⇔ ëþáûå äâå íåñîâïàäàþùèå âåðøèíû
a è b èç G ñîåäèíåíû íå ìåíåå ÷åì k íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðîñòûìè öåïÿìè.

Òåîðåìà 3.6.17 (Ìåíãåðà (ðåáåðíûé âàðèàíò)).

. Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð, ðàçäåëÿþùèõ âåðøèíû a è b, ðàâíî íàèáîëüøåìó êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ ðåáåðíî-
íåïåðåñåêàþùèõñÿ (a, b)-öåïåé.

Òåîðåìà 3.6.18 (Ïðî ðåáåðíî k-ñâÿçíûé ãðàô).

. Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî k-ñâÿçíûì ⇔ ëþáàÿ ïàðà íåñîâïàäàþùèõ âåðøèí èç G ñîåäèíÿåòñÿ íå ìåíåå ÷åì k
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðîñòûìè öåïÿìè.

Òåîðåìà 3.6.19 (Ïðî äâóñâÿçíûé ãðàô).

. Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì ⇔ G ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç íåêîòîðîãî öèêëà ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì
ïðîñòûõ H-öåïåé.
H-öåïü - ýòî (a, b)-öåïü, ó êîòîðîé a, b ∈ V (G), à îñòàëüíûå âåðøèíû íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó V (G).

3.7 Ïëàíàðíîñòü ãðàôîâ
ÎÏÐ 3.7.1 (Ïëîñêèé ãðàô).

Ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì åñëè: V - òî÷êè ïëîñêîñòè, à E - îòðåçêè êðèâûõ, ïðè÷åì ëþáûå äâà ðåáðà
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â âåðøèíàõ ãðàôà, êîòîðûì îíè èíöèäåíòíû.

ÎÏÐ 3.7.2 (Ïëàíàðíûé ãðàô).
Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì åñëè îí èçîìîðôåí íåêîòîðîìó ïëîñêîìó ãðàôó.

Не планарный
Не плоский,

но планарный

Плоский граф

ÎÏÐ 3.7.3 (Óêëàäêà ãðàôà â ïðîñòðàíñòâå Rn).
Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàô äîïóñêàåò óêëàäêó â ïðîñòðàíñòâå Rn, åñëè îí èçîìîðôåí íåêîòîðîìó ãðàôó, âåðøèíû êî-

òîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè èç Rn, à ðåáðà îòðåçêàìè êðèâûõ â Rn, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò
âåðøèí.

ÓÒÂ 3.7.4 (Óêëàäêà ãðàôà â ïðîñòðàíñòâî R3).

. Ëþáîé ãðàô G äîïóñêàåò óêëàäêó â ïðîñòðàíñòâî R3.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Âñå âåðøèíû ãðàôà G ïîìåùàåì â ðàçëè÷íûå òî÷êè îñè OX. Èç ïó÷êà ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó
îñü, âûáåðåì |E(G)| ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé. Äàëåå, êàæäîå ðåáðî uv ∈ E(G) èçîáðàæàåì â ñîîòâåòñòâóþùåé
ïëîñêîñòè ïîëóîêðóæíîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû u è v. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óêëàäêó ãðàôà G
â R3, òàê êàê âñå ðåáðà ëåæàò â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ è ïîòîìó íå ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Âîò
ðèñóíîê äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ.
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ÓÒÂ 3.7.5 (Óêëàäêà ãðàôà íà ñôåðå).
. Ëþáîé ãðàô óêëàäûâàåòñÿ íà ñôåðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïëàíàðíûé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ. Ïóñòü ãðàô G óëîæåí íà
ñôåðå. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê ñôåðå, òàê, ÷òîáû ñåâåðíûé ïîëþñ N (òî÷êà, äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå êàñàíèÿ) íå ëåæàë íà ðåáðå è íå ñîâïàäàë ñ âåðøèíîé ãðàôà G. Òåïåðü ðàññìîò-
ðèì ãðàô G′, ïîëó÷åííûé ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé ãðàôà G èç òî÷êè N íà ïëîñêîñòü. Ïîñêîëüêó
ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû, îòëè÷íûìè îò N , è èõ ñòåðåîãðàôè÷åñêèìè
ïðîåêöèÿìè, òî ãðàô G′ ïëîñêèé è èçîìîðôåí ãðàôó G. Ñëåäîâàòåëüíî G′ - ïëàíàðíûé ãðàô.

N

v

v’

ÎÏÐ 3.7.6 (Ãðàíü ïëîñêîãî ãðàôà).
Ñâÿçíàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåáåð ãðàôà, íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ ïëîñêîãî ãðà-

ôà.
ÎÏÐ 3.7.7 (Ãðàíèöà ãðàíè ïëîñêîãî ãðàôà).

Ãðàíèöà ãðàíè - ýòî ðåáðà, ïðèíàäëåæàùèå ãðàíè.
ÎÏÐ 3.7.8 (Âíåøíÿÿ è âíóòðåííèå ãðàíè).

Âíåøíÿÿ ãðàíü - ãðàíü áåñêîíå÷íîãî äèàìåòðà.
Âíóòðåííå ãðàíè - âñå ãðàíè ãðàôà, çà èñêëþ÷åíèåì âíåøíåé.

ÓÒÂ 3.7.9 (Ñâîéñòâà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ).
. 1. Äëÿ ëþáîãî ïëàíàðíîãî ãðàôà G è äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû v ∈ V (G) (ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(G)) ñóùåñòâóåò

ïëîñêàÿ óêëàäêà ýòîãî ãðàôà, ïðè êîòîðîé âåðøèíà v (ðåáðî e) ïðèíàäëåæèò âíåøíåé ãðàíè. Ýòî ñëåäóåò
èç ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïðè èçìåíåíèè ñåâåðíîãî ïîëþñà íà þæíûé.

2. Ïóñòü åñòü äâà ïëàíàðíûõ ñâÿçíûõ ãðàôà G1 è G2 è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â íèõ âûáðàíû âåðøèíû
v1 ∈ V (G1) è v2 ∈ V (G2). Òîãäà ãðàô ïîëó÷åííûé îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ G1 è G2 è îòîæäåñòâëåíèè
âåðøèí v1 è v2 òîæå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

G = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2), ãäåv1 = v2.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ðåáåð.
Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòàìàòèêå. http://MFH.gorodok.net/
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3. Âñÿêèå äâå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå ãðàíèöå íåêîòîðîé ãðàíè ïëîñêîãî ãðàôà, ìîæíî ñîåäèíèòü ïðîñòîé
öåïüþ ïðîèçâîëüíîé äëèíû òàê, ÷òî âûáðàííàÿ ãðàíü ðàçîáüåòñÿ íà äâå ãðàíè è öåïü íå ïåðåñå÷åò ðåáðà
ãðàôà.

4. Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, íå ëåæàùàÿ íà ðåáðå, âõîäèò òîëüêî â îäíó ãðàíü,
à êàæäàÿ òî÷êà ðåáðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ âåðøèíîé, âõîäèò òîëüêî â îäíó ãðàíü, åñëè ýòî ðåáðî ÿâëÿåòñÿ
ìîñòîì, è òî÷íî â äâå ãðàíè, åñëè îíî íå ìîñò.

Òåîðåìà 3.7.10 (Ýéëåðà).

. Ïóñòü äàí ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô G.
n - êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí;
m - êîëè÷åñòâî åãî ðåáåð;
f - êîëè÷åñòâî åãî ãðàíåé.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå n−m + f = 2.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îñòîâ H ãðàôà G (îí ñóùåñòâóåò, òàê êàê ãðàô ñâÿçíûé).
Òàê êàê îñòîâ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî ó íåãî îäíà ãðàíü. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âåðøèí ðàâíî |E(G)| =
|V (G)| − 1. Çíà÷èò äëÿ îñòîâà ôîðìóëà âåðíà.
n− (n− 1) + 1 = 2.

◦ Äàëåå áóäåì äîáàâëÿòü ïî îäíîìó ðåáðà íàøåãî ãðàôà ê îñòîâó. Íà êàæäîì øàãå êîëè÷åñòâî ðåáåð è
êîëè÷åñòâî ãðàíåé óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Êîëè÷åñòâî âåðøèí ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
n− (m + 1) + (f + 1) = n−m + f = 2.

Ñëåäñòâèå 3.7.11 (1).

. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà âåðíî n−m + f = 2.

Ñëåäñòâèå 3.7.12 (2).

. Ïóñòü G - ïëàíàðíûé ãðàô. Òîãäà ëþáàÿ åãî ïëîñêàÿ óêëàäêà ñîäåðæèò m− n + 2 ãðàíè.

Ñëåäñòâèå 3.7.13 (3).

. Ïóñòü G - ñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô. Òîãäà m 6 3n− 6 ïðè n > 3.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G - ñâÿçíûé ãðàô. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ðåáðî ïëîñêîãî
ãðàôà ëèáî ðàçäåëÿåò äâå ðàçëè÷íûå ãðàíè, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì. Ïîñêîëüêó G - ãðàô áåç ïåòåëü è
êðàòíûõ ðåáåð, òî âñÿêàÿ ãðàíü îãðàíè÷åíà ïî êðàéíåé ìåðå òðåìÿ ðåáðàìè (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü
ñëó÷àé, êîãäà G - äåðåâî ñ òðåìÿ âåðøèíàìè, íî äëÿ òàêîãî ãðàôà íåðàâåíñòâî 3n− 6 > m ñïðàâåäëèâî).
Ïîýòîìó ÷èñëî 3f ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ óäâîåííîãî ÷èñëà ðåáåð ãðàôà G, òî åñòü 3f 6 2m. Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ôîðìóëå Ýéëåðà f = m− n + 2, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Ñëåäñòâèå 3.7.14 (4).

. Â ëþáîì ïëàíàðíîì ãðàôå ñóùåñòâóþò âåðøèíà v òàêàÿ, ÷òî deg v 6 5.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ m 6 3n− 6∑
m =

∑
v∈V (G)

degv

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∀v ∈ V (G) degv > 6.
Òîãäà 6n 6

∑
v∈V (G)

degv 6 2(3n− 6). Ïðîòèâîðå÷èå.
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ÓÒÂ 3.7.15 (Ãðàôû K5 è K3,3 íå ÿâëÿþòñÿ ïëàíàðíûìè.).

. Ãðàôû K5 è K3,3 íå ÿâëÿþòñÿ ïëàíàðíûìè.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äëÿ ãðàôà K5: n = 5, m = 19. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 3n − 6 > m ïðåâðàùàåòñÿ â íåâåðíîå 9 > 10, òî åñòü
ãðàô K5 íå ìîæåò áûòü ïëàíàðíûì.

◦ Äëÿ ãðàôà K3,3: n = 6, m = 9. Ïîýòîìó, åñëè áû îí áûë ïëàíàðíûì, òî äëÿ ëþáîé åãî ïëîñêîé óêëàäêè
âûïîëíÿëîñü áû f = 5 ïî 3.7.12. Â òî æå âðåìÿ âñÿêàÿ ãðàíü äâóäîëüíîãî ãðàôà K3,3 äîëæíà áûòü
îãðàíè÷åíà ïî ìåíüøåé ìåðå ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, 2m > 4f , òî åñòü 18 > 20. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ãðàô K3,3 íå ïëàíàðåí.

ÎÏÐ 3.7.16 (Îïåðàöèÿ ïîäðàçáèåíèÿ ðåáåð).
Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) è âûáðàíî êàêîå-òî åãî ðåáðî e ∈ E(G), e = (u, v).
Òîãäà ïîñòðîèì íîâûé ãðàô G′ = (V ′, E′), ãäå:
V ′ = V ∪ {a}, a /∈ V ;
E′ = (E r {e}) ∪ {(u, a), (v, a)}.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ãðàô G′ ïîëó÷åí èç G ïîäðàçáèåíìåì ðåáðà e.

a

u

v

ÎÏÐ 3.7.17 (Ãîìåîìîðôíîñòü ãðàôîâ).
Ãðàôû G1 è G2 ãîìåîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãðàô G0 òàêîé, ÷òî ãðàôû G1 è G2 ïîëó÷àþòñÿ èç G0 ïðèìå-

íåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ïîäðàçáèåíèÿ ðåáåð.

Ïðèìåð 3.7.18 (Ãîìåîìîðôíûõ ãðàôîâ).

. Cn - öèêë äëèíû n.
∀n,m > 3 Cm è Cn - ãîìåîìîðôíû.

Òåîðåìà 3.7.19 (Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî).

. Ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì ⇔ â G åñòü ïîäãðàô ãîìåîìîðôíûé K5 èëè K3,3.
Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

ÎÏÐ 3.7.20 (Ãðàô, ãåîìåòðè÷åñêè äâîéñòâåííûé ê äàííîìó ãðàôó).
Ïóñòü äàí ïëîñêèé ãðàô G.
Ïîñòðîèì ãðàô G∗ = (V ∗, E∗) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Âíóòðè êàæäîé ãðàíè γ èç ãðàôà G âûáåðåì ïî îäíîé òî÷êå vγ - ýòî âåðøèíû ãðàôà G∗.
V ∗ = {vγ , ãäå γ − ãðàíüG}.
Äàëåå äâå âåðøèíû vγ1 è vγ2 ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè ãðàíè γ1 è γ2 ãðàôà G èìåþò õîòÿ áû îäíî îáùåå ðåáðî. Òî

åñòü: E∗ = {(vγ1 , vγ2) ãðàíè γ1è γ2èìåþò îáùóþ ãðàíèöó íåíóëåâîé äëèíû}.
Ãðàô G∗ íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè äâîéñòâåííûì ê ãðàôó G.

ÎÏÐ 3.7.21 (Íåêîòîðàÿ òåðìèíîëîãèÿ).
Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) è âûáðàí íåêîòîðûé åãî ïîäãðàô H.

1. Ñåãìåíò ãðàô G îòíîñèòåëüíî ïîäãðàôà H.
Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà GrH. Äîáàâèì ê êàæäîé êîìïîíåíòå âñå âåðøèíû èç âûêèíóòîãî
ïîäãðàôà, êîòîðûå áûëè ñìåæíû ñ íåêîòîðûìè âåðøèíàìè èç êîìïîíåíòû â èñõîäíîì ãðàôå G è äîáàâèì âñå
ðåáðà, èíöèäåíòíûå äîáàâëåííûì âåðøèíàì, èäóùèå â âåðøèíû êîìïîíåíòû. Ïîëó÷åííûå ñâÿçíûå ãðàôû è
áóäóò ñåãìåíòàìè èç G îòíîñèòåëüíî ïîäãðàôà H.
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2. Ðåáðî (u, v) ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòîì îòíîñèòåëüíî H, åñëè u, v ∈ V (G), (u, v) /∈ E(H).
Íàïðèìåð:
Ñëåâà ïîêàçàí ãðàô. Âûáåðåì ïîäãðàô H V (H) = {1, 2, 3, 4, 5}, E(H) = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 1)}.
Òîãäà ãðàôû, ïîêàçàííûå ñëåâà, áóäóò ñåãìåíòàìè.

1 2

3

45

6

7
8

9

1 2

45

7
8

9

1

5

6

2

4

3. Êîíòàêòíûå âåðøèíû ñåãìåíòà îòíîñèòåëüíî ïîäãðàôà H � ýòî âåðøèíû ñåãìåíòà, ïðèíàäëåæàùèå H.

4. Ãðàíü γ ïîäãðàôà H íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ íåêîòîðîãî ñåãìåíòà S (îòíîñèòåëüíî ïîäãðàôà H, åñëè âñå
åãî êîíòàêòíûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò ýòîé ãðàíè.

5. α-öåïü ýòî ïðîñòàÿ öåïü â íåêîòîðîì ñåãìåíòà, êîíöû êîòîðîé � ðàçëè÷íûå êîíòàêòíûå âåðøèíû ýòîãî
ñåãìåíòà.

6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(S) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ãðàíåé ñåãìåíòà S.
Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåãìåíòû S1, S2 êîíôëèêòóþò, åñëè r(S1) ∩ r(S2) = θ 6= ∅ è ñóùåñòâóþò α-öåïè l1
â S1 è l2 â S2 òàêèå, ÷òî l1 è l2 íå ìîãóò áûòü óëîæåíû áåç ïåðåñå÷åíèÿ íè â îäíó èç ãðàíåé γ ∈ θ.

3.7.22 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïëîñêîé óêëàäêè ãðàôà

. Ïóñòü äàí äâóñâÿçíûé ãðàô G.

0. Âûáåðåì íåêîòîðûé ïðîñòîé öèêë C â ãðàôå G.
Îáîçíà÷èì G̃ := C.

1. Íàéäåì âñå ñåãìåíòû G îòíîñèòåëüíî G̃. Åñëè ñåãìåíòîâ íåò, òî ïëîñêàÿ óêëàäêà ïîñòðîåíà.
2. Äëÿ ëþáîãî ñåãìåíòà S íàäî íàéòè äîïóñòèìûå ãðàíè.

Åñëè ñóùåñòâóåò ñåãìåíò S Γ(S) = ∅, ãäå Γ(S) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ãðàíåé, òî G � íå ïëàíàðåí.
3. Âûáîð äîïóñòèìîé ãðàíè è ñåãìåíòà.

(a) ∃S Γ(S) = {γ}. Âûáèðàåì S è γ.
(b) ∀S |Γ(S)| > 2. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé ñåãìåíò S è ïðîèçâîëüíóþ ãðàíü γ ∈ Γ(S).

4. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ α-öåïü l èç S è óêëàäûâàåì åå â ãðàíü γ.
G̃ := G̃ ∪ l.
Äàëåå ïåðåõîäèì íà øàã 1.

ÎÏÐ 3.7.23 (Ïëîñêàÿ óêëàäêà).
Ïóñòü äàí ïëàíàðíûé ãðàô G. Òîãäà åãî ïîäãðàô H íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé óêëàäêîé G, åñëè H � ïëîñêèé è

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôîì íåêîòîðîé ïëîñêîé óêëàäêè G.

Ëåììà 3.7.24.

. Ïóñòü S1, S2 � êîíôëèêòóþùèå ñåãìåíòû G îòíîñèòåëüíî H è |Γ(S1)|, |Γ(S2)| > 2.
Òîãäà:

1. Γ(S1) = Γ(S2);
2. |Γ(S1)| = |Γ(S2)| = 2.

. Äîêàçàòåëüñòâî.
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1. Îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü ∃ ãðàíè γ1, γ2, γ3 γ1 ∈ r(S1), γ2 ∈ r(S2), γ3 ∈ r(S1) ∩ r(S2) è ëþáàÿ α-öåïü ìîæåò áûòü óëîæåíà â
γi (i = 1, 2). Òîãäà l1, l2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü îíè óêëàäûâàþòñÿ áåç ïåðåñå÷åíèÿ âíå ãðàíè γ3.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè ìîãóò áûòü óëîæåíû áåç ïåðåñå÷åíèé è âíóòðè γ3.
Íî l1, l2 � ïðîèçâîëüíûå, à S1, S2 � êîíôëèêòóþùèå. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Åñëè ñóùåñòâóþò γ1, γ2, γ3 ∈ Γ(S1)∩Γ(S2), òî ëþáûå α-öåïè l1, l2 óêëàäûâàþòñÿ â γ1, γ2 ñîîòâåòñòâåííî ⇒
îíè óêëàäûâàþòñÿ è âíóòðè γ3. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.7.25.

. Ïóñòü H � ïîäãðàô G. Ïîñòðîèì ãðàô S(H) = ({S−ñåãìåíò îòíîñèòåëüíî H}, {(S1, S2) S1, S2−êîíôëèêòóþùèå}).
Åñëè ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà àëãîðèòìà ïîëó÷åíà ÷àñòè÷íàÿ óêëàäêà G̃ ïëàíàðíîãî ãðàôà G è äëÿ ëþáîãî
ñåãìåíòà S îòíîñèòåëüíî G̃ |Γ(S)| > 2 ⇒ S(G̃) � äâóäîëüíûé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äîêàçûâàòü áóäåì îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü S(G̃) � íå äâóäîëüíûé. Òîãäà â S(G̃) åñòü öèêë íå÷åòíîé äëèíû r: S1, S2, . . . , Sr−1, Sr, S1. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî Si è Si+1 êîíôëèêòóþò ∀i = 1, . . . , r.
Ïî ëåììå 3.7.24 |Γ(Si)| = 2 ∀i = 1, . . . , r è Γ(Si) = Γ(Sj) ∀i, j.
G̃ � ÷àñòè÷íàÿ óêëàäêà G ⇒ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïëîñêîì ãðàôå ñåãìåíòû S1, . . . , Sr ðàñïîëàãàþòñÿ â
ãðàíÿõ γ1, γ2 ãðàôà G̃ è ÷åðåäóþòñÿ (òàê êàê îíè êîíôëèêòóþò).
Òàê êàê r = 2k + 1, òî åñëè S1 óêëàäûâàåòñÿ â γ1, òî è S2 óêëàäûâàåòñÿ â γ1. Íî S1, S2 � êîíôëèêòóþò
⇒ íå óêëàäûâàþòñÿ âìåñòå â γ1 ⇒ ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è (̃G) � äâóäîëüíûé.

Òåîðåìà 3.7.26 (Îá óêëàäêå ïëàíàðíîãî ãðàôà).

. Ïóñòü G - ïëàíàðíûé ãðàô.
Òîãäà, ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ïëîñêîé óêëàäêè ãðàôà G, ïîñëå êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà ïî-
ëó÷àåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ óêëàäêà ãðàôà G.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó øàãîâ àëãîðèòìà.
Òàê êàê ãðàô äâóñâÿçåí, òî â íåì åñòü öèêë, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé óêëàäêîé.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü èìååì íåêîòîðóþ ÷àñòè÷óþ óêëàäêó G̃. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà
àëãîðèòìà, îïÿòü ïîëó÷èòñÿ ÷àñòè÷íàÿ óêëàäêà.
Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà.
1. Ñóùåñòâóåò ñåãìåíò S îòíîñèòåëüíî G̃ Γ(S) = ∅.

Òàêîå íåâîçìîæíî, òàê êàê ïî óñëîâèþ G � ïëàíàðåí è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè G̃ � ÷àñòè÷íàÿ
óêëàäêà (òî åñòü S óëîæåí â íåêîòîðóþ ãðàíü G̃).

2. Ñóùåñòâóåò ñåãìåíò S îòíîñèòåëüíî G̃ Γ(S) = {γ}.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ïëîñêîì ãðàôå, èçîìîðôíîì G, ïîäãðàôîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèé ãðàô G̃, ñåãìåíò
S íàõîäèòñÿ â ãðàíè γ ⇒ ëþáàÿ åãî α-öåïü òîæå íàõîäèòñÿ â ãðàíè γ ⇒ ïîñëå åå óêëàäêè â γ îïÿòü
ïîëó÷èòüñÿ ÷àñòè÷íàÿ óêëàäêà.

3. ∀S îòíîñèòåëüíî G̃|Γ(S)| > 2.
Ðàññìîòðèì ãðàô S(G̃) è åãî ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ ñåãìåíò S (S � ñåãìåíò, âûáðàííûé â
õîäå àëãîðèòìà).
(a) S � èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà â S(G̃). Òîãäà ñåãìåíò S ìîæíî óëîæèòü â ëþáóþ äîïóñòèìóþ ãðàíü.
(b) S � íå èçîëèðîâàííàÿ â S(G̃). Òîãäà êîìïîíåíòà òîæå äâóäîëüíûé ãðàô è ∀S′ èç ýòîé êîìïîíåíòû

Γ(S′) = {γ1, γ2}.
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Ïóñòü â óêëàäêå, èç êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ óêëàäêà S íàõîäèòñÿ â γ1. Òîãäà âñå ñåãìåíòû
ïåðâîé äîëè êîìïîíåíòû òîæå íàõîäÿòñÿ â γ1, à âòîðîé äîëè â γ2. Íî γ1, γ2 ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè,
òî åñòü åñëè ñåãìåíò áûë óëîæåí â γ1, òî åãî ìîæíî ïîìåñòèòü â γ2 è íàîáîðîò.
Ïîëó÷èì îïÿòü óêëàäêó ãðàôà G ⇒ èñõîäíûé ñåãìåíò ìîæíî ïîìåñòèòü êàê â γ1, òàê è â γ2, à
çíà÷èò ëþáóþ α-öåïü èç S ìîæíî ïîìåñòèòü êàê â γ1, òàê è â γ2 ⇒ ïîñëå åå óêëàäêè ïîëó÷èì íîâóþ
÷àñòè÷íóþ óêëàäêó ãðàôà G.

Ñëåäñòâèå 3.7.27 (1).

. Åñëè G - ïëàíàðíûé ãðàô, òî àëãîðèòì ñòðîèò ïëîñêóþ óêëàäêó ãðàôà G.

Ñëåäñòâèå 3.7.28 (2).

. Åñëè â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ê ãðàôó G íà íåêîòîðîì øàãå åñòü ñåãìåíò S, òàêîé ÷òî Γ(S) = ∅, òî
ãðàô G íå ïëàíàðåí.

3.8 Ðàñêðàñêà ãðàôîâ

3.8.1 Âåðøèííàÿ ðàñêðàñêà
ÎÏÐ 3.8.1.1 (Ðàñêðàñêà ãðàôîâ).

Ïóñòü G = (V, E). Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : V → {1, . . . , k} íàçûâàåòñÿ âåøèííîé k-ðàñêðàñêîé ãðàôà G.

ÎÏÐ 3.8.1.2 (Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà).
Ðàñêðàñêà ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè íèêàêèå äâå ñìåæíûå âåðøèíû íå ïîêðàøåíû â îäèí öâåò. Òî

åñòü: (v, u) ∈ E ⇒ ϕ(u) 6= ϕ(v).
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Vi = {v ∈ V ϕ(v) = i} íàçûâàþòñÿ öâåòîâûì êëàññîì (ìíîæåñòâî âåðøèí, ïîêðàøåííûõ

â i-ûé öâåò). Öâåòîâîé êëàññ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.

ÎÏÐ 3.8.1.3 (k-ðàñêðàøèâàåìîñòü ãðàôà).
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî ïðàâèëüíàÿ k-ðàñêðàñêà.

ÓÒÂ 3.8.1.4 (Î ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôîâ).

. Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì, òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ (k + 1)-ðàñêðàøèâàåìûì.

ÎÏÐ 3.8.1.5 (k-õðîìàòè÷åñêèé ãðàô).
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ k-õðîìàòè÷åñêèì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì, íî íå (k − 1)-ðàñêðàøèâàåìûé.
Òîãäà χ(G) = k - õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî G.
Ðàñêðàñêà ãðàôà G â χ(G) öâåòîâ - ýòî ðàçáèåíèå V (G) íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ.

ÎÏÐ 3.8.1.6 (Ìèíèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà).
Ìèíèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà - ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà â ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, òî åñòü â χ(G) öâåòîâ.

Çàìå÷àíèå 3.8.1.6.1 (1-õðîìàòè÷åñêèé ãðàô).

. 1-õðîìàòè÷åñêèé ãðàô ⇒ χ(G) = 1 ⇒ ýòî ïóñòîé ãðàô G = (V, ∅).

Òåîðåìà 3.8.1.7 (Êåíèãà. 2-õðîìàòè÷åñêèé ãðàô).

. χ(G) = 2 ⇔ G - äâóäîëüíûé è íå ïóñòîé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐ Òàê êàê ãðàô G - äâóäîëüíûé, òî êàæäóþ äîëþ ïîêðàñèì â ñâîé öâåò. Òàê êàê îí íå ïóñòîé, òî ñóùåñòâóþò
äâå ñìåæíûå âåðøèíû, è ìû íå ìîæåì ïîêðàñèòü èõ â îäèí öâåò.

⇒ χ(G) = 2. Òîãäà öâåòîâûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ äîëÿìè äâóäîëüíîãî ãðàôà.
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3.8.1.8 Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàñêðàñêè
. 1. Ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó êðàñèì â 1-é öâåò.

2. Ïðîèçâîëüíóþ, åùå íå îêðàøåííóþ âåðøèíó, êðàñèì â ìèíèìàëüíûé öâåò, êîòîðûé íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè
âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âûáðàííîé è óæå îêðàøåííûõ.

Äëÿ ïîëíûõ k-äîëüíûõ ãðàôîâ ýòîò àëãîðèòì äàåò ìèíèìàëüíóþ ðàñêðàñêó.
G = (V1, . . . , Vk, E) Ïóñòü åñòü êàêîå-òî ðåáðî (u, v) ∈ E. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ âåðøèíû u è v ïîïàäóò â ðàçíûå
öâåòîâûå êëàññû: u ∈ Vi è v ∈ Vj ⇒i 6= j.

Òåîðåìà 3.8.1.9 (Î k-ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà èç áëîêîâ).
. Ïóñòü ãðàô G ñîñòîèò èç áëîêîâ G1, . . . , GN . Òîãäà ãðàô G áóäåò k-ðàñêðàøèâàåìûì ⇔ëþáîé èç áëîêîâ k-

ðàñêðàøèâàåìûé: ∀i = 1, . . . N Gi − k−ðàñêðàøèâàåìûé.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ Î÷åâèäíî.
⇐ Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðàâèëüíóþ k-ðàñêðàñêó ϕi ãðàôà Gi.

Ãðàô áëîêîâ G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü áëîê è åãî ïðàâèëüíóþ k-ðàñêðàñêó. Ó íåãî îäíà
òî÷êà ñî÷ëèíåíèÿ. Â "ñîñåäíåì"áëîêå òàê ïåðåêðàñèì öâåòà, ÷òîáû â òî÷êå ñî÷ëèíåíèÿ öâåòà ñîâïàëè. Òàê
êàê â ãðàôå áëîêîâ íåò öèêëîâ, òî àíàëîãè÷íî ñîñòûêóåì ðàñêðàñêè âî âñåõ áëîêàõ.

Òåîðåìà 3.8.1.10 (Îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà).
. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G: χ(G) 6 1 + max δ(H), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîðîæäåííûì ïîäãðàôàì H èç G è

δ(H) - ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà H.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí ãðàôà.
Áàçèñ î÷åâèäåí.

◦ Øàã èíäóêöèè:
Ïóñòü G - k-õðîìàòè÷åñêèé ãðàô. Òàê êàê k > 2, òî âûáèðàåì ìèíèìàëüíûé ïîðîæäåííûé ïîäãðàô H.
χ(H) = χ(G) = k, òî åñòü v ∈ V (H) χ(H r {v}) 6 k − 1.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî, åñëè v degHv = δ(H).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî degHv < k − 1, òîãäà êðàñèì H r {v} â k − 1 öâåò.
Ñðåäè ñîñåäåé âåðøèíû v âñòðå÷àåòñÿ ìåíåå ÷åì k− 1 öâåòîâ ⇒ êðàñèì v â ýòîò öâåò è ïîëó÷àåì (k− 1)
ðàñêðàñêó H. íî ýòî íåâîçìîæíî ⇒ degHv > k − 1.
k − 1 6 degHv = δ(H) 6 max δ(G), ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîðîæäåííûì ïîäãðàôàì H èç G

Òàê êàê χ(G) = k, òî χ(G)− 1 6 max δ(H).

Ñëåäñòâèå 3.8.1.11 (Îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà).

. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G: χ(G) 6 1 + ∆(G).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ:
δ(G) = min

v∈V (G)
deg v è ∆(G) = max

v∈V (G)
deg v ⇒max δ(H) 6 ∆(H)

Òåîðåìà 3.8.1.12 (Áðóêñà).
. Åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô, G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ∆(G) > 3, òî χ(G) 6 ∆(G).

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ñëåäñòâèå 3.8.1.13.

. Åñëè G � ñâÿçíûé ãðàô, G 6= Kn (G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì) è ϕ åãî ìèíèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà, òî ∃x, y ∈
V (G) ϕ(x) = ϕ(y) è x, y íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2.
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3.8.2 Ðåáåðíàÿ ðàñêðàñêà
ÎÏÐ 3.8.2.1 (Ðåáåðíàÿ ðàñêðàñêà).

Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E).
Îòîáðàæåíèå ψ : E → {1, . . . , k} íàçûâàåòñÿ ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêîé ãðàôà G.
ψ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ðåáåðíîé k-ðàñêðàñêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ ðåáåð e1, e2 âûïîëíÿåòñÿ ψ(e1) 6= ψ(e2).
ψ � ìèíèìàëüíàÿ ðåáåðíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà G, åñëè îíà èñïîëüçóåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ.
Ãðàô G íàçûâàåòñÿ ðåáåðíî k-õðîìàòè÷åñêèì, åñëè åãî ìèíèìàëüíàÿ ïðàâèëüíàÿ ðåáåðíàÿ ðàñêðàñêà èñïîëüçóåò

k öâåòîâ.
Ñâîéñòâà:

1. G � k-õðîìàòè÷åñêèé ⇒ G � k-ðàñêðàøèâàåìûé.

2. G � k-ðàñêðàøèâàåìûé ⇒ G � (k + 1)-ðàñêðàøèâàåìûé.

χ′(G) � ðåáåðíî-õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðà-
ñèòü ãðàô G.

ÓÒÂ 3.8.2.2 (χ′(G) > ∆(G)).

. χ′(G) > ∆(G).

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ Âûáåðåì âåðøèíó ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ. Âñå ñìåæíûå ðåáðà äîëæíû èìåòü ðàçíûå öâåòà, ïîýòîìó
χ′(G) > ∆(G).
Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà χ′(G) > ∆(G).

1

4

2

3

1

2

3

Òåîðåìà 3.8.2.3 (Âèçèíãà).

. ∀G ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1.
Ýòà òåîðåìà äàåò ïîðàçèòåëüíî òî÷íûå îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî èíäåêñà ãðàôà.

. Äîêàçàòåëüñòâî.

◦ ∆(G) 6 χ′(G). Óæå äîêàçàíî.
◦ χ′(G) 6 ∆(G). Äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð ãðàôà.

Ïðè G = K2 ýòî î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ãðàôîâ, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ðåáåð íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîå ÷èñëî óòâåðæäå-
íèå âåðíî. Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ðåáåð, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òî
åñòü χ′(G) > ∆(G) + 1.
G = (V, E).
∀e1 ∈ E(G) â ãðàôå H = Gr {e1} óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî, òî åñòü χ′(H) 6 ∆(G) + 1 6 ∆(G) + 1.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ðåáåðíóþ ðàñêðàñêó ψ : E(H) → {1, . . . , ∆(G), ∆(G) + 1}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öâåò k îòñóòñòâóåò â âåðøèíå v, åñëè ∀ ðåáðà e, èíöèäåíòíîãî âåðøèíå v, ψ(e) 6= k.
Ïóñòü e = (x, y) è ïóñòü â âåðøèíå x îòñóòñòâóåò öâåò s, à â âåðøèíå y îòñóòñòâóåò öâåò t (Ýòî âîçìîæíî,
ïîñêîëüêó êðàñèì â (∆(G) + 1) öâåò, à ∆(H) 6 ∆(G). Çíà÷èò ∀v ∈ V (H) ñóùåñòâóåò öâåò, îòñóòñòâóþùèé
â ýòîé âåðøèíå).
Ïîñòðîèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
y1, . . . , yk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí ãðàôà H;
t1, . . . , tk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öâåòîâ.
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1. ei = (x, yi) ∈ E(H);
2. ti îòñóòñòâóåò â âåðøèíå yi;
3. ψ(ei+1) = ti.

Ïîñòðîèì ìàêñèìàëüíûå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

S
x y1 t1

y2 2t

yj jtyk kt

.  .
  .

.  .  .

t1

tj-1tk-1

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîðâåòñÿ, òî åñòü ìû íå ñìîæåì íàéòè íîâîãî ðåáðà ek+1, ïî äâóì ïðè÷èíàì:
1. Íåò ðåáðà (x, y) ∈ E(H), äëÿ êîòîðîãî ψ((x, y)) = tk;

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåêðàñèì ðåáðà ïó÷êà ψ(ei) = ti, i = 1, . . . , k.
Íîâàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé, òàê êàê öâåòà, ïðèñóòñòâóþùèå â âåðøèíå x íå èçìåíèëèñü ⇒
ïîëó÷èëè ðàñêðàñêó H ∪ {e1} = G â (∆(G) + 1) öâåò.

2. Ñóùåñòâóåò ðåáðî (x, y) ∈ E(H) ψ((x, y)) = tk, íî (x, e) = ej (òî åñòü ýòî ðåáðî ìû óæå ïðîõîäèëè).
Ýòó ïðîáëåìó ðåøàåì ìåòîäîì ïåðåêðàñêè äâóõöâåòíûõ öåïåé.
∃(x, y) ∈ E(H) ψ((x, y)) = tk ⇒ (x, y) = ej , ãäå y = yj .
Ïåðåêðàñèì e1, . . . , ej−1 ψ(ei) = ti, i = 1, . . . , j − 1.
Ðàññìîòðèì ïîäãðàô F ãðàôà H, ñîñòîÿùèé èç ðåáåð öâåòîâ S è tk = ψ(ej) = tj−1.
Â F âñå âåðøèíû ñòåïåíè 6 2 ⇒ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè F � ýòî ëèáî ïðîñòûå öèêëû, ëèáî ïðîñòûå
öåïè.
degF x 6 1
degF yj 6 1, ejíå îêðàøåíà
degF yk 6 1



 ⇒ x, yj , yk íå ñîäåðæàòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà F .

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû:
(a) x, yj ñîäåðæàòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ãðàôà F ⇒ â êîìïîíåíòå, ñîäåðæàùåé yj , ïîìåíÿåì ìå-

ñòàìè öâåòà s è tk ⇒ òîãäà öâåò s áóäåò îòñóòñòâîâàòü è â x, è â yj ⇒ ψ(ej) := s ⇒ ïîëó÷èëè
ðàñêðàñêó ãðàôà G = H ∪ {e1} â ∆(G) + 1) öâåòîâ.

(b) x, yk â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè F .
ψ(e1) = ti, i = j, . . . , k − 1.
Íàäî ïîêðàñèòü ek.
Ïðè ýòîé ïåðåêðàñêè ðåáðà F íå çàòðîíóòû.
Ïîìåíÿåì öâåòà s è tk â êîìïîíåíòå F , ñîäåðæàùåé âåðøèíó yk ⇒ s îòñóòñòâóåò â x, yk ⇒
ψ(ek) := s ⇒ ïîëó÷èëè ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó G â (∆(G) + 1) öâåò.

Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî G íå ðàñêðàøèâàåòñÿ â (∆(G) + 1) öâåò íåâåðíî.

Òåîðåìà 3.8.2.4 (Êåíèãà).

. Åñëè ãðàô G � äâóäîëüíûé ⇒ χ′(G) = ∆(G).
Óïðàæíåíèå.

3.8.3 Ðàñêðàñêà ãðàíåé ïëîñêèõ ãðàôîâ
ÎÏÐ 3.8.3.1 (Êàðòà).

Êàðòà - ïëîñêèé ñâÿçíûé ìóëüòèãðàô, áåç ìîñòîâ.
ÎÏÐ 3.8.3.2 (Ðàñêðàñêà êàðòû).

Ïóñòü F � ìíîæåñòâî ãðàíåé êàðòû G.
Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : F → {1, . . . , k} � ïðàâèëüíàÿ k-ðàñêðàñêà, åñëè ëþáûå äâå ãðàíè, èìåþùèå îáùóþ ãðàíèöó

íåíóëåâîé äëèíû, îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
Òåîðåìà 3.8.3.3 (×åòûðåõ êðàñîê).

. Ëþáàÿ êàðòà 4-ðàñêðàøèâàåìàÿ.
Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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ÎÏÐ 3.8.3.4 (Êàðòà, ãåîìåòðè÷åñêè äâîéñòâåííûé ê äàííîé).
Ïóñòü G � êàðòà. Ïîñòðîèì êàðòó G∗ ãåîìåòðè÷åñêè äâîéñòâåííóþ ê G.
V ∗ = {x ∈ f f ∈ F} � â êàæäîé ãðàíè ãðàôà G âûáåðåì ïî îäíîé âåðøèíå.
Äâå âåðøèíû x, y ∈ V ∗, ñîåäèíèì ðåáðîì, ïåðåñåêàþùèì òîëüêî îäíî ðåáðî G, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè

èìåþò ãðàíèöó íåíóëåâîé äëèíû.
Òîãäà G∗ � ïëîñêèé.

Òåîðåìà 3.8.3.5.

. G � ïëàíàðíûé ⇒ χ(G) 6 5.
Óïðàæíåíèå.

ÎÏÐ 3.8.3.6 (Ñâîéñòâà ãðàôîâ).
Ïóñòü J(n) � ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ, òî åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ó ýòèõ ãðàôîâ

V = {1, . . . , n}.
p � íåêîòîðîå ñâîéñòâî ãðàôîâ.
P (n) � ìíîæåñòâî ãðàôîâ èç J(n), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó p.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî÷òè âñå ãðàôû îáëàäàþò ñâîéñòâîì p, åñëè lim

n→∞
|P (n)|
|J(n)| = 1.

Îáîçíà÷àåòñÿ ∨∼.

1. ∨∼ G ñâÿçíû;

2. ∨∼ G d(G) = 2;

3. ∨∼ G r(G) = d(G) = 2;

4. ∨∼ G ∃!v ∈ V (G) deg v = ∆(G) (deg v = δ(G));

5. ∨∼ G G � äâóñâÿçíûé;

6. ∨∼ G G íå èìååò ìîñòîâ;

7. ∨∼ G G íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì;

8. ∨∼ G G íå ÿâëÿåòñÿ Ýéëåðîâûì;

9. ∨∼ G G � Ãàìèëüòîíîâ;

10. ∨∼ G χ(G) ∼ n
2 log2 n;

11. ∨∼ G χ′(G) = ∆(G).
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